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0.1 Notazione usata 
Indici greci sono utilizzati per grandezze quadrimensionali, e possono quindi assumere valori 0,1,2,3. 
I quadrivettori sono stati a volte esplicitati nella forma 𝑋𝜇 = �𝑋0, ?⃗?� 
La metrica quadrimensionale è (+,−,−,−) 
Indici 𝑗,𝑘, 𝑙,𝑚 variano sulle Extra-dimensions, quindi possono assumere valori 4,5, … ,3 + 𝛿 
Indici 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 sono utilizzati per indicare tutte le dimensioni, e possono assumere valori 0,1,2,3,4 … ,3 + 𝛿 
Gli indici di colore sono stati indicati con 𝑎, 𝑏, 𝑐 o con 𝑖, 𝑗,𝑘. 
Il pedice/apice 𝐹 indica un generico fermione, 𝐵 un bosone, 𝑄 un quark, 𝑔 un gluone. 
Nei vertici con i gravitoni, gli indici 𝜇, 𝜈 sono da associare al gravitone, mentre 𝛼,𝛽, 𝛾, ove presenti, si 
riferiscono a fotoni o gluoni. 
Tutte le cariche delle particelle sono espresse come multipli della carica elementare, e sono quindi numeri 
adimensionali. 
Le quantità medie sono state indicate con 〈 〉, o, dove questo non potesse generare confusione, con � . 
I riferimenti bibliografici sono indicati con un numero fra parentesi quadre [𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜] 
0.2 Unità di misura naturali 
Per tutto l’elaborato saranno utilizzate le unità di misura naturali, cioè il sistema di unità di misura in cui 
ℏ = 𝑐 = 1   (0.2.1) 
Questo sistema permette di semplificare notevolmente la scrittura delle formule. 
Tutte le energie saranno misurate, come è consuetudine in fisica delle particelle, in 𝐺𝑒𝑉, come pure, grazie 
al fatto che 𝑐 = 1, verrà usata tale unità di misura anche per masse e impulsi. 
Il valore di 𝐺, in questo sistema di misura, è espresso in 𝐺𝑒𝑉−2 e vale 
𝐺 = 6.7087 ∙ 10−39𝐺𝑒𝑉−2   (0.2.2) 
0.3 Fattori di conversione 
L’utilizzo del sistema di unità naturali fa sì che l’unità di lunghezza 𝑓𝑚 sia l’inverso dell’unità di energia 
𝐺𝑒𝑉, tuttavia quando si passa dall’una all’altra unità di misura si deve ricordare che 1 = ℏ𝑐 = 197.3𝑀𝑒𝑉 ∙ 𝑓𝑚   (0.3.1) 
Perciò si ottengono i seguenti fattori di conversione 
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1𝐺𝑒𝑉−1 = 10−3𝑀𝑒𝑉−1 = 10−3𝑀𝑒𝑉−1 ∙ 197.3𝑀𝑒𝑉 ∙ 𝑓𝑚 = 0.1973𝑓𝑚   (0.3.2) 
Per le sezioni d’urto serviranno lunghezze quadre (aree) 1𝐺𝑒𝑉−2 = 10−6𝑀𝑒𝑉−2 ∙ (197.3𝑀𝑒𝑉 ∙ 𝑓𝑚)2 = 0.03893𝑓𝑚2   (0.3.3) 
Volendo misurare le sezioni d’urto in picobarn, pari a  1𝑏 = 10−28𝑚2 → 1𝑝𝑏 = 10−40𝑚2 = 10−10𝑓𝑚2   (0.3.4) 
il fattore di conversione che servirà è 
1𝐺𝑒𝑉−2 = 0.03893𝑓𝑚2 ∙ 1010 𝑝𝑏
𝑓𝑚2
= 3.893 ∙ 108𝑝𝑏   (0.3.5) 
0.4 Valori delle costanti di accoppiamento 
I valori delle costanti di accoppiamento per il modello standard sono: 
𝑔 = 0.652      𝑔′ = 0.357      𝑒 = 0.09173    𝛼 = 𝑒24𝜋 = 0.0073   (0.4.1) 
Mentre 𝑔𝑆 e quindi 𝛼𝑆 = 𝑔𝑆24𝜋 sono fortemente dipendenti dal valore dell’energia alla quale avviene il 




1.1 Hierarchy Problem 
In fisica si parla di “Hierarchy problem” quando alcuni parametri fondamentali di una lagrangiana (costanti 
di accoppiamento o masse) sono profondamente differenti dai valori misurati sperimentalmente. Questo 
può accadere perché i valori misurati non sono quelli “bare” della lagrangiana, ma i valori rinormalizzati. 
Solitamente le correzioni radiative comportano piccoli cambiamenti dei valori nudi, ma talvolta può 
capitare che ci siano cancellazioni fra le quantità fondamentali e le correzioni radiative. 
1.1.1 La scala di Planck 
Combinando le costanti fondamentali 𝑐,𝐺,ℏ, si possono ottenere 4 grandezze con le dimensioni di una 
lunghezza, un tempo, una massa, un’energia rispettivamente. Esse sono 
𝑙𝑝 = �ℏ𝐺𝑐3 ≅ 1,1616 ∙ 10−35𝑚   (1.1.1) 
𝑡𝑝 = �ℏ𝐺𝑐5 ≅ 5,391 ∙ 10−44𝑠   (1.1.2) 
𝑀𝑝 = �ℏ𝑐𝐺 ≅ 1,2209 ∙ 1019 𝐺𝑒𝑉𝑐2 ≅ 21.76 𝜇𝑔   (1.1.3) 
𝐸𝑝 = �ℏ𝑐5𝐺 ≅ 1,2209 ∙ 1019𝐺𝑒𝑉 ≅ 1.1956 𝐺𝐽   (1.1.4) 
Ci si aspetta che la gravità diventi importante quando ci si avvicina a tali valori, cioè su scale di lunghezza 
molto piccole, ovvero su scale di energia molto grandi. Tuttavia tali scale sono molto lontane da quelle 
finora esplorate. 
1.1.2 La massa del Bosone di Higgs 
Nel caso del modello Standard, il “Hierarchy Problem” riguarda la massa del bosone di Higgs. Questa è 
ritenuta essere compresa fra 100𝐺𝑒𝑉 e 1𝑇𝑒𝑉. Tuttavia ci si aspetterebbe che, a causa delle correzioni 
quantistiche, tale massa sia molto più grande. Tali divergenze radiative solitamente sono power-law 
divergenti, e quindi proporzionali a una potenza di Λ𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 , l’energia fino alla quale il modello in questione 
è valido. Per il modello Standard, ipotizzando che non ci siano variazioni delle leggi fisiche fino alla Grande 
unificazione con la forza gravitazionale, che dovrebbe avvenire alla scala di Plank, Λ𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓  sarebbe proprio 
pari all’energia di Plank, che vale circa 1019𝐺𝑒𝑉, e di conseguenza ci si aspetterebbe che la massa del 
bosone di Higgs sia circa dello stesso ordina di grandezza, a meno che opportune cancellazioni non riescano 
a ridurne il valore di ben 17 ordini di grandezza. 
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1.1.3 L’energia di punto zero 
Quando si quantizza un campo, per esempio un campo scalare, si scopre che la densità di energia del vuoto 
riceve un contributo infinito dall’energia di punto zero dei vari modi di oscillazione. Con un cut-off Λ𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓 , 
tale densità di energia è circa 
⟨0|𝐻|0⟩~Λ𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓4    (1.1.5) 
I campi fermionici danno un contributo simile, anche se di segno opposto. La rottura spontanea di 
simmetria contribuisce con un altro termine 
⟨0|𝐻|0⟩~ − 𝑎𝑣4   (1.1.6) 
dove 𝑣 è il valore di aspettazione del campo e 𝑎 è una costante positiva. 
Nelle interazioni elettrodeboli e forti, questo shift di energia di punto zero non è osservabile, in quanto si 
possono misurare solo differenze di energia. Tuttavia, poiché la sorgente del campo gravitazionale è il 
tensore energia-impulso, l’energia “accoppia” con la gravità e pertanto un’energia di punto zero dovrebbe 
contribuire al campo gravitazionale come termine di sorgente nell’equazione di Einstein. In effetti si vede 
che data una densità di energia di punto zero 𝜆, questa contribuisce come sorgente con un termine 𝜆𝑔𝜇𝜈; 
tale termine ha la forma di quello della costante cosmologica. Si potrebbe quindi pensare che una 
eventuale costante cosmologica del modello di Einstein possa essere dovuta alla densità di energia di punto 
zero, tuttavia i due parametri hanno valori completamente diversi, infatti la densità di energia di punto zero 
risulta essere, come abbiamo detto, circa Λ𝑐𝑢𝑡𝑜𝑓𝑓
4 , mentre il valore osservato della costante cosmologica 




~(2.3 ∙ 10−12𝐺𝑒𝑉)4  (1.1.7) 
Quindi i due valori delle densità sono separati da ben 120 ordini di grandezza. 
1.1.4 Soluzione Super-simmetrica 
Un metodo che è stato ipotizzato per risolvere il problema della massa dello Higgs è l’esistenza di una 
supersimmetria, cioè l’esistenza, per ogni bosone, di un fermione con massa e numeri quantici tali da 
cancellare esattamente il contributo radiativo alla massa di Higgs del bosone ad ogni ordine; viceversa, 
l’esistenza, per ogni fermione, di un bosone con le stesse proprietà. Ciò renderebbe nulle tutte le correzioni 
radiative alla massa dello Higgs. Tuttavia ad oggi non è stata trovata nemmeno una di queste particelle 
“partner” delle particelle attualmente conosciute, e ciò pone seri dubbi sulla loro effettiva esistenza. 
 
Fig. 1.1. A sinistra: un diagramma del contributo radiativo dovuto a un fermione. A destra, un diagramma del contributo dovuto a un bosone. 
1.1.5 Modelli con dimensioni aggiuntive 
In un mondo a 3+1 dimensioni, nel caso di una massa centrale puntiforme si può calcolare il campo 





?̂? = − 𝑚
𝑀𝑃
2𝑟2
?̂?   (1.1.8) 
Si ipotizza ora che ci sia un numero 𝛿 di dimensioni aggiuntive nella quali la gravità si può propagare. La 
legge si modificherebbe in 
𝑔(𝑟) = − 𝐺′𝑚
𝑟2+𝛿
?̂? = − 𝑚
𝑀𝐷
2+𝛿𝑟2+𝛿
?̂?   (1.1.9) 
dove 𝐺′ e 𝑀𝐷  sono nuove costanti. Tuttavia la legge così modificata non sarebbe compatibile con i dati 
sperimentali, infatti la legge  
𝑔(𝑟) ∝ − 1
𝑟2
?̂?   (1.1.10) 
è stata verificata per diversi ordini di grandezza, fino a 1𝑚𝑚. 
Inoltre anche senza verifiche sperimentali, dallo studio del potenziale gravitazionale efficace nel problema a 
due corpi che ne risulterebbe si capisce subito che, per un numero di dimensioni superiore a 4, tale 
potenziale non avrebbe un minimo e pertanto i corpi celesti non potrebbero orbitare stabilmente. 
 
Fig. 1.2. Potenziale Gravitazionale Efficace in 2 dimensioni spaziali 
 
Fig. 1.3. Potenziale Gravitazionale Efficace in 3 dimensioni spaziali 
 
Fig. 1.4. Potenziale Gravitazionale Efficace in 4 dimensioni spaziali 
 
Fig. 1.5. Potenziale Gravitazionale Efficace in 5 dimensioni spaziali 
 
Quindi eventuali dimensioni aggiuntive, se esistono, non possono essere infinite. 
1.1.6 Il modello ADD/GOD e le Large Extra Dimensions 
Si ipotizza allora che tali dimensioni aggiuntive siano compatte e abbiano un raggio limitato 𝑅 (per esempio 
una 2-sfera o un 2-toro con raggio interno nullo). 
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In questo caso, per piccole distanze 𝑟 ≪ 𝑅 sarebbe valida la legge 1.1.9, mentre per distanze superiori 
𝑟 ≫ 𝑅 l’andamento diverrebbe* 
𝑔(𝑟) = − 𝑚
𝑀𝐷
2+𝛿𝑟2𝑅𝛿
?̂?   (1.1.11) 
poiché la gravità non potrebbe propagarsi per più di 𝑅 nelle dimensioni aggiuntive, avendo queste raggio 
limitato. 
*NOTA: il calcolo per 𝑟 ≪ 𝑅 ed 𝑟 ≫ 𝑅 è stato eseguito in dettaglio nell’appendice (sezione 7.1) 
Ne deriva la relazione 1
𝐺
= 𝑀𝑃𝑙2 ~𝑀𝐷2+𝛿𝑅𝛿    (1.1.12) 
Questa relazione spiegherebbe il perché dell’enormità della massa di Plank: non si tratta di una nuova scala 
di energia fondamentale, e la sua grandezza è solo dovuta alla grande dimensione delle dimensioni 
aggiuntive. 
Assumendo che l’unica scala di energia rilevante sia 𝑀𝐸𝑊~𝑀𝐷 , energia limite per la validità del modello 











𝑛    (1.1.13) 
𝛿 = 1 implicherebbe 𝑅 = 1013𝑐𝑚 e quindi modifiche su scale di lunghezza su cui la gravità è stata testata 
avere l’andamento ∝ − 1
𝑟2
, ed il caso 𝛿 = 1 è quindi da scartare. Invece, per 𝛿 ≥ 2 e 𝑀𝐸𝑊~1𝑇𝑒𝑉 si ottiene 
𝑅 ≤ 0.1 𝑚𝑚 e quindi scale su cui la gravità non è stata ancora testata sperimentalmente, e dove perciò è 
possibile che l’andamento cambi come proposto da questa teoria. 
Bisogna ricordare a questo punto che, se la gravità è stata testata solo fino a scale di 1𝑚𝑚, l’interazione 
elettrodebole e forte è stata provata su scale di 1𝑓𝑚, e quindi è necessario che i campi del modello 





2 Modello Standard 
In questo capitolo verranno riassunti alcuni punti, apparentemente slegati, che saranno utili per i calcoli 
successivi. 
2.1 Modello Standard e la Lagrangiana di Yang-Mills 
La densità Lagrangiana del modello Standard può essere così scritta: 
ℒ = ℒ𝐹 + ℒ𝐵 + ℒ𝐻 + ℒ𝐹𝐻    (2.1.1) 
dove ℒ𝐹  è la parte fermionica, ℒ𝐵  la parte bosonica, ℒ𝐻  la parte del bosone di Higgs e ℒ𝐹𝐻  il coupling del 
bosone di Higgs con i fermioni. 
2.1.1 Definizioni gauge-invarianti 
Cominciamo col definire alcuni campi: 
𝐵𝜇  è un campo bosonico vettoriale di gauge con simmetria 𝑈(1) di Ipercarica e spin 1, la derivata 
covariante per questo campo è 
𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑔′𝐵𝜇   (2.1.2) 
Da questa si può ottenere un oggetto gauge-invariante: 
�𝐷𝜇 ,𝐷𝜈� = 𝑖𝑔′𝐵𝜇ν  (2.1.3) 
Una definizione alternativa ed equivalente per 𝐵𝜇𝜈  è 
𝐵𝜇𝜈 = 𝜕𝜈𝐵𝜇 − 𝜕𝜇𝐵𝜈    (2.1.4) 
Analogamente, 𝑊𝑖
𝜇 sono campi bosonici vettoriali con spin 1 appartenenti alla rappresentazione aggiunta 
di  𝑆𝑈(2)𝐿, la derivata covariante è 
𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑊𝑖,𝜇 𝜎𝑖2    (2.1.5) 
�𝐷𝜇,𝐷𝜈� = −𝑖𝑔2 𝐹𝑊,𝜇𝜈    (2.1.6) 
𝐹𝑊
𝜇𝜈 = 𝐹𝑊,𝑖𝜇𝜈 𝜎𝑖 , 𝐹𝑊,𝑖𝜇𝜈 = 𝜕𝜈𝑊𝑖𝜇 − 𝜕𝜇𝑊𝑖𝜈 + 𝑔𝜀𝑖𝑗𝑘𝑊𝑗𝜇𝑊𝑘𝜈   (2.1.7) 
𝐴𝑎
𝜇  sono campi bosonici vettoriali con spin 1 appartenenti alla rappresentazione aggiunta di 𝑆𝑈(3)𝑐, la cui 
derivata covariante è 
𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑆𝐴𝑎,𝜇 𝜆𝑎2    (2.1.8) 
�𝐷𝜇,𝐷𝜈� = − 𝑖𝑔𝑆2 𝐹𝑆,𝜇𝜈   (2.1.9) 
𝐹𝑆
𝜇𝜈 = 𝐹𝑆,𝑎𝜇𝜈𝜆𝑎 , 𝐹𝑆,𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 − 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜈 + 𝑔𝑆𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐴𝑐𝜈    (2.1.10) 
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dove 𝜎𝑖 sono le matrici di Pauli, rappresentazione irriducibile di 𝑆𝑈(2) 
𝜎𝑖 = ��0 11 0� , �0 −1𝑖 0 � , �1 00 −1��   (2.1.11) 
𝜆𝑎 sono le matrici di Gell-Mann, rappresentazione irriducibile di 𝑆𝑈(3) 
𝜆𝑎 = ��0 1 01 0 00 0 0� ,�0 −𝑖 0𝑖 0 00 0 0� ,�1 0 00 −1 00 0 0� ,�0 0 10 0 01 0 0� ,�0 0 −𝑖0 0 0𝑖 0 0 � ,
�
0 0 00 0 10 1 0� ,�0 0 00 0 −𝑖0 𝑖 0 � , 1√3�1 0 00 1 00 0 −2��    (2.1.12) 
Tali matrici godono delle seguenti regole di commutazione: 
�
𝜎𝑖2 ,𝜎𝑗2 � = 𝑖𝜀𝑖𝑗𝑘 𝜎𝑘2   𝑇𝑟 ��𝜎𝑖2 ,𝜎𝑗2 �� = 𝛿𝑖𝑗   (2.1.13) 
�
𝜆𝑎2 , 𝜆𝑏2 � = 𝑖𝑓𝑎𝑏𝑐 𝜆𝑏2   𝑇𝑟 ��𝜆𝑎2 , 𝜆𝑏2 �� = 𝛿𝑎𝑏    (2.1.14) 
2.1.2 Campi Bosonici 
ℒ𝐵 = −14𝐵𝜇ν𝐵𝜇𝜈 − 12𝑇𝑟�𝐹𝑊,𝜇𝜈𝐹𝑊𝜇𝜈� − 12𝑇𝑟�𝐹𝑆,𝜇𝜈𝐹𝑆𝜇𝜈�   (2.1.15) 




� = � 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑊 𝑆𝑖𝑛𝜃𝑊−𝑆𝑖𝑛𝜃𝑊 𝐶𝑜𝑠𝜃𝑊� � 𝑍𝜇𝐴𝜇�    (2.1.16) 
𝜃𝑊 è detto angolo di Weinberg, e i campi 𝐴𝜇  e 𝑍𝜇 sono ottenuti come da una rotazione dei campi 𝐵𝜇 ,𝑊3𝜇. 
Il campo del 𝑊 è dato da 
𝑊𝜇 = 1
√2 �𝑊1𝜇 − 𝑖𝑊2𝜇�   (2.1.17) 
La lagrangiana scritta nella forma precedente è evidentemente gauge-invariante. 
Con le sostituzioni precedenti e con il vincolo che il campo 𝐴𝜇  si comporti come il campo elettromagnetico 
della Q.E.D., ovvero 
𝑔𝑆𝑖𝑛𝜃𝑊 = 𝑒   (2.1.18) 
(tale relazione porta all’unificazione della forza elettrica con quella debole, avendo entrambe la stessa 
costante di accoppiamento), si ottiene 
ℒ𝐵 = ℒ0𝐵 + ℒ𝐼𝐵    (2.1.19) 
Con le ovvie definizioni 
𝑍𝜇𝜈 = 𝜕𝜈𝑍𝜇 − 𝜕𝜇𝑍𝜈    (2.1.20) 





𝜇𝜈 = 𝜕𝜈𝐴𝑖𝜇 − 𝜕𝜇𝐴𝑖𝜈    (2.1.22) 
ℒ0
𝐵 = −14𝐹𝜇ν𝐹𝜇𝜈 − 14𝑍𝜇ν𝑍𝜇𝜈 − 12𝑊𝜇𝜈+𝑊𝜇𝜈 − 14�𝐴𝑖,𝜇ν𝐴𝑖𝜇𝜈8
𝑖=1
   (2.1.23) 
Il termine di cui sopra rappresenta la parte libera (quadratica) della lagrangiana dalla quale si ottengono i 
propagatori, mentre 
ℒ𝐼
𝐵 = 𝑔𝜀𝑖𝑗𝑘𝑊𝑖,𝜇𝑊𝑗,𝜈𝜕𝜇𝑊𝑘𝜈 − 14𝑔2𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑖𝑙𝑚𝑊𝑗𝜇𝑊𝑘𝜈𝑊𝑙,𝜇𝑊𝑚,𝜈 + 𝑔𝑆𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑎,𝜇𝐴𝑏,𝜈𝜕𝜇𝐴𝑐𝜈
−
14𝑔𝑆2𝑓𝑎𝑏𝑐𝑓𝑎𝑑𝑒𝐴𝑏𝜇𝐴𝑐𝜈𝐴𝑑,𝜇𝐴𝑒,𝜈   (2.1.24) 
dove la somma sugli indici muti è sottointesa, come nel resto dell’elaborato, è il termine origina i vertici a 3 
e a 4 fra i bosoni vettoriali. 
2.1.3 Campi Fermionici 
ℒ𝐹 = ℒ𝐿 + ℒ𝑄   (2.1.25) 
ℒ𝐿 = 𝑖Ψ�𝐿𝛾𝜇𝐷𝜇Ψ𝐿 + 𝑖 � ψ�𝑓,𝑅𝛾𝜇𝐷𝜇ψ𝑓,𝑅
𝑓=𝑒,𝜇,𝜏 + ψ�𝜈𝑓,𝑅𝛾𝜇𝐷𝜇ψ𝜈𝑓,𝑅    (2.1.26) 
ℒ𝑄 = 𝑖Ψ�𝑄,𝐿𝛾𝜇𝐷𝜇Ψ𝑄,𝐿 + 𝑖 � ψ�𝑄,𝑓,𝑅𝛾𝜇𝐷𝜇ψ𝑄,𝑓,𝑅
𝑓=𝑢,𝑑,𝑠,𝑐,𝑏,𝑡    (2.1.27) 
dove 𝐷𝜇  è la derivata covariante: 
𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑔𝑇𝑎𝑛(𝜃𝑊)𝑌𝐵𝜇 + 𝑖𝑔𝑇�𝑊𝑖,𝜇𝜎𝑖 + 𝑖𝑔𝑆𝑇�𝑆𝐴𝑎,𝜇𝜆𝑎    (2.1.28) 
e dove 𝑇�ψ = 0 se ψ è un singoletto di 𝑆𝑈(2)𝐿 𝑇�ψ = 1/2 se ψ è un doppietto di 𝑆𝑈(2)𝐿 
Analogamente 𝑇�𝑆ψ = 0 se ψ è un singoletto di 𝑆𝑈(3)𝑐  𝑇�𝑆ψ = 1/2 se ψ è un tripletto di 𝑆𝑈(3)𝑐  
ψ𝑓  indica lo spinore di Dirac di un generico campo spinoriale di un qualche fermione. 
ψ𝑓,𝑅 = �1 + 𝛾52 �ψ𝑓    (2.1.29) 




2   Ψ𝑄,𝐿 = �Ψ𝑢,𝐿Ψ𝑐,𝐿
Ψ𝑡,𝐿� 𝑒−𝑖𝑔𝜃𝚤�
𝜎𝑖
2    (2.1.30) 
Ψ𝑓,𝐿 = � ψ𝑓,𝐿ψ𝜈𝑓 ,𝐿�  Ψ𝑢,𝐿 = �ψ𝑢,𝐿ψ𝑑,𝐿�  Ψ𝑐,𝐿 = �ψ𝑐,𝐿ψ𝑠,𝐿�  Ψ𝑡,𝐿 = �ψ𝑡,𝐿ψ𝑏,𝐿�    (2.1.31) 
ψ𝑓,𝐿 = �1 − 𝛾52 �ψ𝑓    (2.1.32) 
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I campi left vengono invece raggruppati in doppietti, appartenenti alla stessa rappresentazione 1/2 di 
isospin debole, e raggruppati a loro volta in vettori contenenti tutte e 3 le generazioni (per comodità di 
scrittura). 
La classificazione delle particelle assegna loro i seguenti numeri quantici: 
Particella 𝑌 Ipercarica Rappresentazione 𝑆𝑈(2)𝐿 Rappresentazione 𝑆𝑈(3)𝑐  
𝑙𝐿 −1/2 1/2 0 
𝑙𝑅 −1 0 0 
𝜈𝐿 −1/2 1/2 0 
𝜈𝑅  0 0 0 
𝑢𝐿 1/3 1/2 3 
𝑢𝑅  4/3 0 3 
𝑑𝐿 1/3 1/2 3 
𝑑𝑅 −2/3 0 3 
Tab. 2.1. Numeri quantici delle particelle del modello standard 
La lagrangiana scritta come sopra è chiaramente gauge-invariante, andando ad effettuare le varie 
sostituzioni si ottiene 
ℒ𝐹 = ℒ0𝐹 + ℒ𝐼𝐹    (2.1.33) 
ℒ0
𝐹 = 𝑖 � ψ�𝐹𝛾𝜇𝜕𝜇ψ𝐹
𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖𝑜𝑛𝑖
   (2.1.34) 
che è la parte libera (quadratica), e 
ℒ𝐼
𝐹 = 𝑞𝐹ψ�𝐹𝛾𝜇ψ𝐹𝐴𝜇 − 𝑔
√2 �ψ�𝐹−𝛾𝜇 �1 − 𝛾52 �ψ𝐹+𝑊𝜇 + ψ�𝐹+𝛾𝜇 �1 − 𝛾52 �ψ𝐹−𝑊𝜇+�
−
𝑔
𝐶𝑜𝑠(𝜃𝑊)ψ�𝐹𝛾𝜇 ��𝑡3,𝐹 − 𝑞𝐹𝑆𝑖𝑛2(𝜃𝑊)� �1 − 𝛾52 � + �−𝑞𝐹𝑆𝑖𝑛2(𝜃𝑊)� �1 + 𝛾52 ��ψ𝐹𝑍𝜇
− 𝑔𝑆ψ�𝑄
𝜆𝑎2 𝛾𝜇ψ𝑄𝐴𝑎,𝜇    (2.1.35) 
che è la parte di interazione, dove è sottointesa la somma su 𝐹 (tutti i fermioni), sulle coppie (𝐹+,𝐹−) 
(coppia appartenente allo stesso doppietto di 𝑆𝑈(2)𝐿 rispettivamente con 𝑡3 = +1/2 e 𝑡3 = −1/2), e i 
quark 𝑄. 
Da questo termine si possono ricavare i vertici di interazione dei fermioni con i bosoni di gauge. 
2.1.4 Lagrangiana del campo di Higgs 
ℒ𝐻 = [𝐷𝜇Φ]+�𝐷𝜇Φ� + 𝜇2‖Φ‖2 − 𝜆‖Φ‖4   (2.1.36) 
dove il campo Φ è un doppietto di isospin debole con ipercarica 𝑌 = +1 con valore di aspettazione non 
nullo: 
Φ� = 1
√2 � 0𝜇√𝜆 + 𝜌��𝑒−𝑖𝑔𝜃𝚤� 𝜎𝑖2    (2.1.37) 
e la derivata covariante è la solita con gli opportuni numeri quantici: 
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𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑔𝑇𝑎𝑛(𝜃𝑊)𝑌𝐵𝜇 + 𝑖𝑔2 𝑊𝑖,𝜇𝜎𝑖    (2.1.38) 
La forma in cui è scritta sopra la Lagrangiana rende ancora una volta chiaro che è gauge-invariante. 
Svolgendo otteniamo i vari termini: 
ℒ𝐻 = ℒ0𝐻 + ℒ𝐼𝐻    (2.1.39) 
ℒ0
𝐻 = 12𝜕𝜇𝜌𝜕𝜇𝜌 − 12 (2𝜇2)𝜌2 + �12𝑔 𝜇√𝜆�𝑊𝜇+𝑊𝜇 + 12 �12 𝑔𝐶𝑜𝑠𝜃𝑊 𝜇√𝜆�𝑍𝜇𝑍𝜇   (2.1.40) 
Nel termine libero possiamo identificare due termini che danno massa ai bosoni 𝑊 e 𝑍. 
ℒ𝐼
𝐻 = 12𝑔2 𝜇√𝜆𝑊𝜇+𝑊𝜇𝜌 + 14𝑔2𝑊𝜇+𝑊𝜇𝜌2 + 𝑔24𝐶𝑜𝑠2(𝜃𝑊) 𝜇√𝜆 𝑍𝜇𝑍𝜇𝜌 + 𝑔28𝐶𝑜𝑠2(𝜃𝑊)𝑍𝜇𝑍𝜇𝜌2 − √𝜆𝜇𝜌3
−
14 𝜆𝜌4   (2.1.41) 
Come al solito da questo termine possiamo ricavare i vertici di interazione. 
2.1.5 Lagrangiana di coupling dei fermioni col campo di Higgs 
ℒ𝐹𝐻 = −�Ψ�𝐿,𝑎𝑀𝐿,𝑎𝑏Ψ𝑅Φ+ Φ+Ψ�𝑅,𝑎𝑀𝐿,𝑎𝑏+ Ψ𝐿� − �Ψ�𝐿,𝑎𝑀𝜈,𝑎𝑏Ψ𝑅Φ� + Φ�+Ψ�𝑅,𝑎𝑀𝜈,𝑎𝑏+ Ψ𝐿�
− �Ψ�𝑄,𝐿,𝑎𝑀𝑄𝑢,𝑎𝑏Ψ𝑄,𝑅Φ −Φ+Ψ�𝑄,𝑅,𝑎𝑀𝑄𝑢,𝑎𝑏+ Ψ𝑄,𝐿�
− �Ψ�𝑄,𝐿,𝑎𝑀𝑄𝑑,𝑎𝑏Ψ𝑄,𝑅Φ� −Φ�+Ψ�𝑄,𝑅,𝑎𝑀𝑄𝑑,𝑎𝑏+ Ψ𝑄,𝐿�   (2.1.42) 
dove abbiamo raggruppato anche i campi right in vettori colonna per comodità di scrittura 
Ψ𝑅 = �ψ𝑒,𝐿ψ𝜇,𝐿
ψ𝜏,𝐿�  Ψ𝑄,𝑅 = �
ψ𝑢,𝐿
ψ𝑐,𝐿
ψ𝑡,𝐿�    (2.1.43) 
Il campo Φ�  è così definito: 
Φ� = −𝑖[Φ+𝜎2]𝑇   (2.1.44) 
𝑀𝐿,𝑎𝑏  è la matrice di massa dei leptoni, che, se si assume che i neutrini abbiano massa nulla, può essere 
diagonalizzata: 
�
𝑚𝑒 0 00 𝑚𝜇 00 0 𝑚𝜏�   (2.1.45) 
senza cambiare la forma dell’interazione dei leptoni con il 𝑊. Tale matrice di massa può essere 
diagonalizzata anche nel caso le masse dei neutrini non siano nulle, ma in tal caso si modifica l’interazione 
con i 𝑊, come infatti si vedrà accadere con i quark. 
𝑀𝜈,𝑎𝑏  è la matrice di massa dei neutrini, la cui forma dipende dal fatto che i neutrini abbiano massa o 
meno, e dai fattori di neutrino mixing. Per il resto dell’elaborato ignoreremo il neutrino mixing. 
Infine 𝑀𝑄𝑢,𝑎𝑏 e 𝑀𝑄𝑑,𝑎𝑏 sono le matrici di massa dei quark, e nella forma in cui ho scritto la Lagrangiana, non 
sono diagonali. Possono tuttavia essere diagonalizzate, applicando una trasformazione unitaria opportuna 
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sui campi left e right separatamente, il prezzo da pagare è che l’interazione 𝑞𝑞′𝑊 (corrente carica) non sarà 
più diagonale, ma mediata dalla matrice CKM. 
𝑉 = �𝑉𝑢𝑑 𝑉𝑢𝑠 𝑉𝑢𝑏𝑉𝑐𝑑 𝑉𝑐𝑠 𝑉𝑐𝑏
𝑉𝑡𝑑 𝑉𝑡𝑠 𝑉𝑡𝑏
�    (2.1.46) 
Usando la base in cui la massa è diagonale (quella comunemente utilizzata), si può riscrivere la lagrangiana 
separando la parte libera e quella di interazione 
ℒ𝐹𝐻 = ℒ0𝐹𝐻 + ℒ𝐼𝐹𝐻    (2.1.47) 
ℒ0




𝑚𝐹ψ�𝐹ψ𝐹𝜌   (2.1.49) 
I vertici dei quark in tale base con i 𝑊 acquistano un fattore moltiplicativo 𝑉𝑖𝑗, inoltre processi di corrente 
carica possono avvenire anche fra quark che non siano della stessa generazione (essendo i 𝑉𝑖𝑗 fuori 
diagonale non nulli). Tali transizioni saranno dette proibite poiché si ha una variazione di stranezza 𝑆, o di 
charm 𝐶, o di bottomness 𝐵, o di topness 𝑇. 
NOTA: Alternativamente ci sono molti altri modi di descrivere i neutrini e generare le loro masse, per 
esempio il neutrino può essere descritto da uno spinore di Majorana, con sola componente left-handed.  Le 
varie descrizioni portano a conseguenze differenti, che però esulano dallo scopo dell’elaborato, e per 
questo è stata qui adottata la descrizione più semplice, con l’uso dei neutrini sterili (in quanto un neutrino 
right-handed avrebbe tutti i numeri quantici nulli, e non interagirebbe né per interazione forte né per 
interazione elettrodebole).  
2.2 Regole di Feynman per il Modello Standard 
2.2.1 Come ricavare le regole di Feynman per i propagatori 
Ricavare le regole per i propagatori in modo formalmente corretto è solitamente piuttosto complicato, in 
quanto non vi è un’espressione unica, ma è gauge-dipendente. Il propagatore dipende da come si quantizza 
il campo, e ciò a sua volta è un punto molto delicato perché la teoria sia rinormalizzabile ad ogni ordine. Il 
metodo più corretto prevede l’introduzione di campi ausiliari detti di Ghost, e quindi anche di vertici di 
interazione. Tali vertici però non daranno contributo a livello ad albero, quindi l’intera procedura non è 
rilevante per questo lavoro. Ci si limiterà quindi a fornire, nella prossima sezione, l’espressione dei 
propagatori. 
2.2.2 Elenco delle regole di Feynman per i propagatori, modello standard 
Bosone di Higgs 𝐻 
 












































Tab 2.2. Regole di Feynman per i propagatori, Modello Standard 
2.2.3 Come ricavare le regole di Feynman per i vertici 
Dato che l’azione, al primo ordine, è 
𝑆 = −𝑖 �𝑑4𝑥ℋ𝑖𝑛𝑡 = −𝑖 �𝑑4𝑥(−ℒ𝐼) = 𝑖 �𝑑4𝑥(ℒ𝐼)   (2.2.1) 
Il vertice si ottiene facendo le derivate funzionali rispetto ai campi di tale termine. Per esempio nel caso  
ℒ𝐼
𝐹 = 𝑞𝐹ψ�𝐹𝛾𝜇ψ𝐹𝐴𝜇   (2.2.2) 
𝑉(𝑝1, … ,𝑝𝑛) = 𝛿𝛿ψ�𝐹 𝛿𝛿ψ𝐹 𝛿𝛿𝐴𝜇 𝑆 = 𝑖 𝛿𝛿ψ�𝐹 𝛿𝛿ψ𝐹 𝛿𝛿𝐴𝜇 �𝑑4𝑥𝑞𝐹ψ�𝐹𝛾𝜇ψ𝐹𝐴𝜇 = 𝑖𝑞𝐹𝛾𝜇    (2.2.3) 
2.2.4 Elenco delle regole di Feynman per i vertici, modello standard 









𝜆𝑎2 𝛾𝜇  
Vertice 𝑔𝑔𝑔 
 
Vertice a   3 Gluoni 
𝑔𝑆𝑓𝑎𝑏𝑐[𝑔𝜇𝜈(𝑘 − 𝑝)𝜌 + 𝑔𝜈𝜌(𝑘 − 𝑝)𝜇+ 𝑔𝜌𝜇(𝑘 − 𝑝)𝜈] 
Impulsi presi verso l’interno, gluoni con indici (𝜇,𝑎); (𝜈, 𝑏); (𝜌, 𝑐) 
Vertice 𝑔𝑔𝑔𝑔 
 
Vertice a 4 Gluoni 
−𝑖𝑔𝑆
2[𝑓𝑎𝑏𝑒𝑓𝑐𝑑𝑒(𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎 − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌)+ 𝑓𝑎𝑐𝑒𝑓𝑏𝑑𝑒(𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎 − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌)+ 𝑓𝑎𝑑𝑒𝑓𝑏𝑐𝑒(𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎 − 𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎)] 
Gluoni con indici (𝜇, 𝑎); (𝜈, 𝑏); (𝜌, 𝑐); (𝜎,𝑑) 
Tab 2.3. Regole di Feynman per i vertici, Modello Standard 
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2.3 Running Coupling Constant 
Quando si va a rinormalizzare la teoria, si trova che i valori delle costanti di accoppiamento vengono 
modificati rispetto a quelli “bare”, e le modifiche sono dovute a diagrammi di Feynman fra i quali: 





Fig. 2.1. Diagrammi di Feynman che contribuiscono alla correzione della costante di accoppiamento 
Mentre queste modifiche sono trascurabili a livello ad albero nelle interazioni elettrodeboli, nella QCD non 
è possibile trascurare tali correzioni, infatti 𝛼𝑆 varia molto a seconda dell’energia del processo: a bassa 
energia, 𝛼𝑆 è molto grande e perciò i partoni sono nel regime di “schiavitù infrarossa”, cioè sono confinati; 
al contrario, ad alta energia, i partoni sono nel regime di “libertà ultravioletta”, ovvero 𝛼𝑆 risulta molto 
piccola e le particelle sono quasi-libere. In altri termini, a basso impulso gli ordini successivi di 
rinormalizzazione danno un contributo grande, mentre ad alto impulso i loro contributi sono via via 
soppressi. 
L’equazione per la running coupling constant a un loop è 
𝑑
𝑑 𝐿𝑜𝑔 �𝑄𝑀�𝑔𝑠 = 𝛽(𝑔𝑠)  (2.3.1) 
dove la funzione 𝛽 è, nel caso di 𝑆𝑈(𝑁𝑐) con un numero di colori 𝑁𝑐  e un numero di flauvor 𝑛𝑓  
𝛽(𝑔) = − 𝑔𝑠3(4𝜋)2 �113 𝑁𝑐 − 23𝑛𝑓� = − 𝑏0𝑔𝑠3(4𝜋)2    (2.3.2) 
Quindi nel caso in esame 
𝛽(𝑔) = − 7𝑔𝑠3(4𝜋)2    (2.3.3) 
Pertanto si ottiene 
𝛼𝑠(𝑄) = 𝛼𝑠1 + 7𝛼𝑠2𝜋 𝐿𝑜𝑔 �𝑄𝑀� = 11𝛼𝑠 + 72𝜋 𝐿𝑜𝑔 �𝑄𝑀�    (2.3.4) 
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2.4 Cinematica generale dei processi due corpi->due corpi 
2.4.1 Gradi di libertà 
In un processo due corpi in due corpi, lo stato iniziale è univocamente determinato dai due 4-impulsi 
𝑃1
𝜇,𝑃2𝜇, cioè da 8 quantità. 
Queste 8 quantità sono però legate fra loro essendo gli impulsi on-shell 
𝑃1
𝜇𝑃1𝜇 = 𝑚12, 𝑃2𝜇𝑃2𝜇 = 𝑚22   (2.4.1) 
per cui solo 6 quantità sono indipendenti. Analogamente per quanto riguarda lo stato finale, esso è 
completamente determinato da 6 quantità. 
Tuttavia dalla conservazione del quadri-impulso queste 6 quantità sono legate alle quantità iniziali da 4 
relazioni, quindi il sistema nello stato finale ha solo 2 gradi di libertà, che corrispondono agli angoli 𝜃 e 𝜑 
rispetto alla direzione iniziale del fascio nel centro di massa, che da ora in poi viene abbreviato in 𝑐𝑑𝑚. 
Se si vuole capire cosa sono le 6 quantità iniziali e le 6 quantità finali, si trova che: 
4 quantità determinano il quadri-impulso del centro di massa, le altre due indicano gli angoli polare e 
azimutale rispetto a una qualche direzione di riferimento. 
Tornando allo stato finale, esso come si è detto ha solo due gradi di libertà, quindi la sezione d’urto potrà 
essere espressa in forma differenziale in questo modo: 
𝑑𝜎 = 𝑑𝜎
𝑑𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝜑
(𝐸𝑐𝑑𝑚 ,𝜃,𝜑)𝑑𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝜑   (2.4.2) 
Tuttavia nel sistema del centro di massa, tutti i processi hanno simmetria azimutale, per cui si può 
rimuovere la dipendenza banale da 𝜑 integrando, ottenendo come risultato un fattore moltiplicativo 2𝜋. 
2.4.2 Variabili di Mandelstam 
Nel caso delle sezioni d’urto dei processi a due corpi è comodo usare le variabili di Mandelstam, che sono 3 
variabili che specificano completamente stato iniziale e finale nel sistema del centro di massa. Esse sono 
così definite: 
 
Fig. 2.2. Urto 2 a 2 
𝑠 = (𝑝 + 𝑝′)𝜇(𝑝 + 𝑝′)𝜇 = (𝑘 + 𝑘′)𝜇(𝑘 + 𝑘′)𝜇   (2.4.3) 
𝑡 = (𝑘 − 𝑝)𝜇(𝑘 − 𝑝)𝜇 = (𝑝′ − 𝑘′)𝜇(𝑝′ − 𝑘′)𝜇   (2.4.4) 
𝑢 = (𝑘′ − 𝑝)𝜇(𝑝′ − 𝑝)𝜇 = (𝑝′ − 𝑘)𝜇(𝑝′ − 𝑘)𝜇    (2.4.5) 
22 
 
Dato che si è detto che le uniche variabili da cui dipende la sezione d’urto sono 𝐸𝑐𝑑𝑚 e 𝜃, quindi solo 2, ne 
consegue che deve esserci una qualche relazione fra le 3 variabili. Tale relazione è 
𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = �𝑚𝑖24
𝑖=1
   (2.4.6) 
In alcuni processi di cui ci si occuperà, 𝑚2 ≪ 𝑠 per cui si potrà lavorare nell’approssimazione 
𝑠 + 𝑡 + 𝑢 = 0   (2.4.7) 
Le relazioni fra le variabili di Mandelstam e le variabili 𝐸𝑐𝑑𝑚 e 𝜃 in questa approssimazione sono: 
 
Fig. 2.3. Schema urto 2 a 2 
𝑠 = (𝑝 + 𝑝′)𝜇(𝑝 + 𝑝′)𝜇 = 4𝐸𝑐𝑑𝑚2    (2.4.8) 
𝑡 = (𝑘 − 𝑝)𝜇(𝑘 − 𝑝)𝜇 = −4𝐸𝑐𝑑𝑚2 �1 − 𝐶𝑜𝑠𝜃2 � = −𝑠 �1 − 𝐶𝑜𝑠𝜃2 �    (2.4.9) 
𝑢 = (𝑘′ − 𝑝)𝜇(𝑝′ − 𝑝)𝜇 = −4𝐸𝑐𝑑𝑚2 �1 + 𝐶𝑜𝑠𝜃2 � = −𝑠 �1 + 𝐶𝑜𝑠𝜃2 �    (2.4.10) 
Si nota che  
𝑑𝑡 = 𝑠2𝑑𝐶𝑜𝑠𝜃   (2.4.11) 
per cui si può esprimere la sezione d’urto differenziale nella forma 
𝑑𝜎 = 𝑑𝜎
𝑑𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝜑




(𝑠, 𝑡) = 𝑑𝜎
𝑑𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝜑
(𝐸𝑐𝑑𝑚(𝑠),𝜃(𝑠, 𝑡)) 𝑠2 2𝜋 = 𝜋𝑠 𝑑𝜎𝑑𝐶𝑜𝑠𝜃𝑑𝜑 (𝐸𝑐𝑑𝑚(𝑠),𝜃(𝑠, 𝑡))   (2.4.13) 
Tutte le sezioni d’urto verranno espresse in questa forma, che è quella più usata in letteratura. La sezione 
d’urto totale risulterà essere 




   (2.4.14) 
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2.4.3 Canali dei processi 
Un processo a due corpi solitamente avviene in uno dei seguenti 3 “canali”: 
Canale 𝑠: le due particelle incidenti si annichilano in un punto 𝑥 e formano un bosone virtuale che si 
propaga fino al punto 𝑦 dove crea le due particelle finali 
 
Fig. 2.4. Diagramma di Feynman di un processo in canale 𝑠 




   (2.4.15) 
Canali 𝑡 ed 𝑢: le due particelle interagiscono scambiandosi un bosone virtuale, e fanno scattering 
 
Fig. 2.5. Diagrammi di Feynman di processi in canale 𝑡 ed 𝑢 rispettivamente 








   (2.4.17) 
Ogni processo elementare può avvenire usando alcuni, o tutti, questi canali, a seconda delle particelle 
coinvolte. 
Per esempio 𝑞𝑞� → 𝑞′𝑞�′ può avvenire solo in canale 𝑠, perché le particelle finali sono diverse da quelle 
iniziali e quindi quelle iniziali devono annichilarsi. 




2.5 Calcolo delle sezioni d’urto dei processi elementari fra partoni 
2.5.1 𝒈𝒈 → 𝒈𝒈 




Fig. 2.6. Diagrammi di Feynmann per il processo Gluone Gluone in Gluone Gluone 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑔𝑔 → 𝑔𝑔) = 9𝜋𝛼𝑠22𝑠2 �3 − 𝑡𝑢𝑠2 − 𝑢𝑠𝑡2 − 𝑠𝑡𝑢2�   (2.5.1) 
Tale risultato va diviso per due a causa della presenza di particelle identiche nello stato finale. 
*NOTA: durante il calcolo bisogna tenere conto delle sole polarizzazioni fisiche dei gluoni 
2.5.2 𝒈𝒈 → 𝒒𝒒� 
I Diagrammi di Feynman che contribuiscono sono* 
  
 
Fig. 2.7. Diagrammi di Feynman per il processo Gluone Gluone in Quark Antiquark 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑔𝑔 → 𝑞𝑞�) = 𝜋𝛼𝑠26𝑠2 �𝑢𝑡 + 𝑡𝑢 − 94 𝑡2 + 𝑢2𝑠2 �    (2.5.2) 
*NOTA: durante il calcolo bisogna tenere conto delle polarizzazioni fisiche dei gluoni, oppure aggiungere il diagramma 𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 − 𝑎𝑛𝑡𝑖𝑔𝑜𝑠𝑡 → 𝑞𝑞� 
2.5.3 𝒒𝒒� → 𝒈𝒈 
L’elemento di matrice è lo stesso del calcolo precedente, solo che si deve mediare sui colori dei quark 
invece che su quelli dei gluoni, il che contribuisce con un fattore (8/3)2 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑞𝑞� → 𝑔𝑔) = 32𝜋𝛼𝑠227𝑠2 �𝑢𝑡 + 𝑡𝑢 − 94 𝑡2 + 𝑢2𝑠2 �    (2.5.3) 
Tale risultato va diviso per due a causa della presenza di particelle identiche nello stato finale. 
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2.5.4 𝒈𝒒 → 𝒈𝒒 
Si ottiene per crossing sempre da 𝑔𝑔 → 𝑞𝑞�, scambiando quindi 𝑠 con 𝑡 e moltiplicando per il fattore 8/3 a 
causa della media sugli stati iniziali 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑔𝑞 → 𝑔𝑞) = 4𝜋𝛼𝑠29𝑠2 �−𝑢𝑠 + 𝑠𝑢 + 94 𝑠2 + 𝑢2𝑡2 �    (2.5.4) 
NOTA: il crossing si esegue partendo dalla sezione d’urto non divisa per due a causa delle particelle identiche. 
2.5.5 𝒒𝒒� → 𝒒𝒒� 
I Diagrammi di Feynman che contribuiscono sono 
 
 
Fig. 2.8. Diagrammi di Feynman per il processo Quark Antiquark in Quark Antiquark dello stesso flavour 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑞𝑞� → 𝑞𝑞�) = 4𝜋𝛼𝑠29𝑠2 �𝑢2 + 𝑠2𝑡2 + 𝑡2 + 𝑢2𝑠2 − 23𝑢2𝑠𝑡 �    (2.5.5) 
2.5.6 𝒒𝒒 → 𝒒𝒒 
Si ottiene dal processo precedente per crossing, scambiando quindi 𝑠 con 𝑢 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑞𝑞 → 𝑞𝑞) = 4𝜋𝛼𝑠29𝑠2 �𝑠2 + 𝑢2𝑡2 + 𝑡2 + 𝑠2𝑢2 − 23 𝑠2𝑢𝑡�    (2.5.6) 
Tale risultato va diviso per due a causa della presenza di particelle identiche nello stato finale. 
2.5.7 𝒒𝒒� → 𝒒′𝒒�′ 
I Diagrammi di Feynman che contribuiscono sono 
 
Fig. 2.9. Diagramma di Feynman per il processo Quark Antiquark in Quark Antiquark di diverso flavour 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑞𝑞� → 𝑞′𝑞�′) = 4𝜋𝛼𝑠29𝑠2 �𝑡2 + 𝑢2𝑠2 �    (2.5.7) 
2.5.8 𝒒𝒒′ → 𝒒𝒒′ 
Si ottiene dal processo precedente per crossing, scambiando cioè 𝑠 con 𝑡 
𝑑𝜎
𝑑𝑡
(𝑞𝑞′ → 𝑞𝑞′) = 4𝜋𝛼𝑠29𝑠2 �𝑠2 + 𝑢2𝑡2 �    (2.5.8) 
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2.6 Deep Inelastic Scattering 
2.6.1 Variabili utilizzate 
Finora ci si è occupati solo di processi fra i partoni, ovvero fra particelle elementari. Prima di passare a urti 
protone-protone, si deve sapere come i primi (i partoni) sono in relazione con i secondi (i protoni). 
Per fare questo si può “esplorare” il protone guardando il risultato di deep inelastic scattering su di esso, 
cioè di scattering di particelle leggere ad alta energia.  
In tali processi, avvenendo ad alta energia, si può assumere che un solo quark interagisca, attraverso lo 
scambio di un fotone virtuale. 
 
Fig. 2.10. Deep Inelastic Scattering 𝑒𝑝 → 𝑒𝑋 








�    (2.6.1) 
Immaginando che esso trasporti una frazione 𝑥 del momento del protone, allora, detti 𝑝 l’impulso del quark 
e 𝑃 l’impulso del protone, 𝑝 = 𝑥𝑃 e 
𝑠 = (𝑝 + 𝑘)2 = 2𝑝𝑘 = 2𝑥𝑃𝑘 = 𝑥𝑠′  (2.6.2) 
Sia 𝑞 l’impulso trasferito, poiché il quark scatterato ha massa nulla per le nostre approssimazioni, 0 = (𝑝 + 𝑞)2 = 2𝑥𝑃𝑞 + 𝑞2 = 2𝑥𝑀𝜈 − 𝑄2   (2.6.3) 
dove sono state definite le variabili  
𝑄2 = −𝑞2 = −𝑡   (2.6.4) 
𝜈 = 𝑃𝑞
𝑀
= 𝑄22𝑀𝑥    (2.6.5) 
che sono variabili “comode” in quanto osservabili negli esperimenti. 
Oltre a questo bisogna tenere conto che la probabilità che il quark trasporti una frazione 𝑥 del momento 
totale sarà legata a una distribuzione di probabilità dipendente da 𝑄2 e 𝜈, che viene chiamata 𝐹1(𝑄2 , 𝜈), e 
la probabilità che un partone abbia una frazione compresa fra 𝑥 = 𝑄2
2𝑀𝜈
 e 𝑥 + 𝑑𝑥 del momento del protone 
sarà pari a 𝐹1(𝑄2, 𝜈)𝑑𝑥.  











� 𝐹1(𝑄2, 𝜈)   (2.6.6) 
2.6.2 Bjorken Scaling 




𝑥 < ∞    (2.6.7) 
𝐹1(𝑄2 , 𝜈) → 𝑓(𝑥)  (2.6.8) 
In realtà questo non avviene, più precisamente 
𝐹1(𝑄2, 𝜈) → 𝑓(𝑥,𝑄)  (2.6.9) 
dove però la dipendenza da 𝑄 è molto debole. 
Il significato dello scaling Bjorken è che a energie sufficientemente alte l’interazione forte con i quark può 
essere ignorata, ovvero i quark sono liberi. Si è visto che per alte energie la running coupling constant tende 
infatti a 0, ma solo logaritmicamente, per cui la dipendenza da 𝑄 scompare molto lentamente. 
2.7 Parton Distribution Functions 
All’interno dei protoni, si possono trovare gluoni e quark, con una certa densità di probabilità che dipende 
dalla frazione di momento trasportata rispetto al totale trasportato dal protone. 
Tali distribuzioni di probabilità, dette PDF, Parton Distribution Functions, possono venire ricavate dai 
risultati sperimentali di Deep Inelastic Scattering di neutrini ed elettroni su protoni.  
 
Fig. 2.11. Plot delle funzioni 𝑥𝑓(𝑥) utilizzate nelle simulazioni Montecarlo, in nero i Gluoni, verde/arancione 𝑢𝑢�, rosso/blu 𝑑?̅?, viola le coppie 𝑠?̅? e 
marrone le coppie 𝑐𝑐.̅ Distribuzioni a 𝑄 = 2𝐺𝑒𝑉  
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Come si vede dal grafico, è presente un mixing di quark, antiquark e gluoni. Il protone è uno stato legato 
𝑢𝑢𝑑, ma oltre a questi contiene anche altri quark e antiquark. Tuttavia in totale deve contenere un eccesso 
di due quark u e un quark d, per cui devono valere le seguenti relazioni 
� 𝑑𝑥[𝑓𝑢(𝑥) − 𝑓𝑢�(𝑥)]1
0
= 2    � 𝑑𝑥[𝑓𝑑(𝑥) − 𝑓𝑑�(𝑥)]1
0
= 1   (2.7.1) 
Invece per le distribuzioni degli altri quark-antiquark deve valere 
𝑓𝑞(𝑥) = 𝑓𝑞�(𝑥)   (2.7.2) 
NOTA: nel caso  𝑞 = 𝑠 può essere presente una piccola asimmetria che viola questa relazione. 
Infine, la somma dei momenti portati dai vari costituenti deve essere pari al momento del protone, quindi 





= 1     (2.7.3)   
Sperimentalmente si osserva che il protone è dominato dal contenuto di gluoni 
� 𝑑𝑥 𝑓𝑔(𝑥)1
0
> 30    (2.7.4) 
In appendice (sezione 7.2) sono riportati altri plot delle PDF ricavate dai dati di H1 e ZEUS HERA I e II  
2.8 Processi Protone-Protone 
Si vuole ora calcolare le sezioni d’urto per processi protone-protone, del tipo indicato in figura 
 
Fig. 2.12. Hard 𝑝𝑝 → 𝐽𝐽 scattering 
Il contributo alla sezione d’urto per il processo elementare 1 + 2 → 3 + 4 per quanto detto finora, sarà 
𝑓1(𝑥1)𝑓2(𝑥2)𝑑𝜎𝑑𝑡 (1 + 2 → 3 + 4)    (2.8.1) 
Le particelle 1 e 2 possono essere uno qualsiasi dei costituenti del protone, quindi per trovare la sezione 
d’urto totale sarà necessario sommare tale contributo su tutte le specie, per cui 
𝑑𝜎
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑡
(𝑝𝑝 → 3 + 4) = �𝑓1(𝑥1)𝑓2(𝑥2)𝑑𝜎𝑑𝑡 (1 + 2 → 3 + 4)
1,2    (2.8.2) 
La sezione d’urto inclusiva (somma sulle possibili particelle 3 e 4) totale misurata sarà allora 
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𝜎 = � �𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑡𝑓1(𝑥1)𝑓2(𝑥2)𝑑𝜎𝑑𝑡 (1 + 2 → 3 + 4)
𝐷1,2,3,4    (2.8.3) 




3 Gravity Interactions  
3.1 Equazione di Einstein 
L’equazione di Einstein della Relatività Generale è 
𝑅𝜇𝜈 −
12𝑅𝑔𝜇𝜈 = 8𝜋𝐺𝑐4 𝑇𝜇𝜈    (3.1.1) 
Con le Extra-Dimensions l’equazione diventa a 𝐷 = 4 + 𝛿 dimensioni: 
𝑅𝑎𝑏 −
12𝑅𝑔𝑎𝑏 = − (2𝜋)𝛿𝑀𝐷2+𝛿 𝑇𝑎𝑏    (3.1.2) 
In generale la presenza del mainfold 4-dimensionale, del mondo in cui viviamo, genererà una metrica 𝐷-
dimensionale non banale. Tuttavia sembra abbastanza plausibile che a distanze superiori a 1
𝑀𝐷
 la metrica sia 
essenzialmente piatta. Per questo nello studio dell’emissione di gravitoni “soffici” con un momento 
trasverso molto minore di 𝑀𝐷 , e quindi di distanze molto maggiori di 
1
𝑀𝐷
, si può sviluppare la metrica 
attorno al valore di Minkowski 
𝑔𝑎𝑏 = 𝜂𝑎𝑏 + 2(2𝜋)𝛿 2⁄
𝑀𝐷
1+𝛿 2⁄ ℎ𝑎𝑏    (3.1.3) 
Sostituendo e linearizzando l’equazione, tenendo cioè solo la prima potenze di ℎ𝑎𝑏, si ottiene 
𝜕2ℎ𝑎𝑏 − 𝜕𝑎𝜕𝑐ℎ𝑐𝑏 − 𝜕𝑏𝜕𝑐ℎ𝑐𝑎 + 𝜕𝑎𝜕𝑏ℎ𝑐𝑐 − 𝜂𝑎𝑏𝜕2ℎ𝑐𝑐 + 𝜂𝑎𝑏𝜕𝑐𝜕𝑑ℎ𝑐𝑑 = − (2𝜋)𝛿 2⁄
𝑀𝐷
1+𝛿 2⁄ 𝑇𝑎𝑏    (3.1.4) 
3.1.1 Kaluza-Klein modes 
Si può assumere ora, per semplicità, che le extra dimensioni abbiano la topologia di un toro, e si impongano 
su tali coordinate condizioni cicliche al contorno 
𝑥𝑎 = �𝑥𝜇 ,𝑦1 …𝑦𝛿�   (3.1.5) 
𝑦𝑖 → 𝑦𝑖 + 2𝜋𝑅   (3.1.6) 
Quindi si può sviluppare ℎ𝑎𝑏 in serie di Fourier 
ℎ𝑎𝑏(𝑥𝑎) = 1(2𝜋𝑅)𝛿 2⁄ � ℎ𝑎𝑏𝑛 (𝑥𝜇)𝑒𝑖𝑛𝑗𝑦𝑗𝑅∞
𝑛𝑖=−∞
   (3.1.7) 
ℎ𝑎𝑏
𝑛 (𝑥𝜇) sono detti modi Kaluza-Klein, che vivono nello spazio-tempo usuale. 
Poiché la materia ordinaria è confinata nel mainfold 4-dimensionale del nostro universo, si può scrivere 
𝑇𝑎𝑏(𝑥𝑎) = 𝜂𝑎𝜇𝜂𝑏𝜈𝑇𝜇𝜈(𝑥𝜇)𝛿(𝑦)  (3.1.8) 
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La singolarità della funzione delta e il fatto che il nostro universo è confinato su un mainfold 4-dimensionale 
saranno in realtà approssimazioni, ed entrambi avranno uno spessore finito. Tuttavia questa 
approssimazione è importante solo a corte distanze, mentre è ininfluente a grandi distanze, come nel caso 
in esame. Per i nostri scopi, basta sapere che i modi 𝐾𝐾 di 𝑇𝑎𝑏  sono indipendenti da 𝑛 per 𝑛 piccolo, ovvero 
𝑛 ≪ 𝑀𝐷 𝑅. Questo fa sì che tutti i modi 𝐾𝐾 abbiano un coupling uguale con la materia ordinaria, 
permettendo così di fare predizioni accurate sulle sezioni d’urto. 
3.1.2 Identificazione dei campi fisici e dei campi gauge-dipendenti 
Quanto segue è riportato da [3]. Sostituendo l’espressione di ℎ𝑎𝑏 in trasformata nell’equazione di Einstein, 
e integrando sulle coordinate delle extra dimensioni, si ottengono queste equazioni: (𝜕2 + 𝑛�2)ℎ𝜇ν(𝑛) − �𝜕𝜇𝜕𝜆ℎ𝜈(𝑛)𝜆 + 𝑖𝑛�𝑗𝜕𝜇ℎ𝜈(𝑛)𝑗 + 𝜕𝜈𝜕𝜆ℎ𝜇(𝑛)𝜆 + 𝑖𝑛�𝑗𝜕𝜈ℎ𝜇(𝑛)𝑗�+ �𝜕𝜇𝜕𝜈 − 𝜂𝜇𝜈(𝜕2 + 𝑛�2)� �ℎ𝜆(𝑛)𝜆 + ℎ𝑗(𝑛)𝑗�+ 𝜂𝜇𝜈 �𝜕𝜆𝜕𝜎ℎ𝜆𝜎(𝑛) + 2𝑖𝑛�𝑗𝜕𝜆ℎ𝜆(𝑛)𝑗 − 𝑛�𝑗𝑛�𝑘ℎ𝑗𝑘(𝑛)�= − (8𝜋)1 2⁄
𝑅𝛿 2⁄ 𝑀𝐷
1+𝛿 2⁄ 𝑇𝜇𝜈    (3.1.9) 
(𝜕2 + 𝑛�2)ℎ𝜇j(𝑛) − 𝜕𝜇𝜕𝜈ℎ𝑗(𝑛)𝜈 − 𝑖𝑛�𝑘𝜕𝜇ℎ𝑗(𝑛)𝑘 − 𝑖𝑛�𝑗𝜕𝜈ℎ𝜇(𝑛)𝜈 + 𝑛�𝑗𝑛�𝑘ℎ𝜇(𝑛)𝑘 + 𝑖𝑛�𝑗𝜕𝜇 �ℎ𝜈(𝑛)𝜈 + ℎ𝑘(𝑛)𝑘� = 0   (3.1.10) (𝜕2 + 𝑛�2)ℎ𝑗𝑘(𝑛) − �𝑖𝑛�𝑗𝜕𝜇ℎ𝑘(𝑛)𝜇 − 𝑛�𝑗𝑛�𝑙ℎ𝑘(𝑛)𝑙 + 𝑖𝑛�𝑘𝜕𝜇ℎ𝑗(𝑛)𝜇 − 𝑛�𝑘𝑛�𝑙ℎ𝑗(𝑛)𝑙�
− �𝑛�𝑗𝑛�𝑘 + 𝜂𝑗𝑘(𝜕2 + 𝑛�2)� �ℎ𝜇(𝑛)𝜇 + ℎ𝑙(𝑛)𝑙�+ 𝜂𝑗𝑘 �𝜕𝜇𝜕𝜈ℎ𝜇𝜈(𝑛) + 2𝑖𝑛�𝑙𝜕𝜇ℎ𝜇(𝑛)𝑙 − 𝑛�𝑙𝑛�𝑚ℎ𝑙𝑚(𝑛)�= 0   (3.1.11) 
dove qui 𝜕2 agisce solo nelle solite 4 dimensioni, ed è stato definito 𝑛�𝑗 = 𝑛𝑗𝑅  ed 𝑛�2 = 𝑛�𝑗𝑛�𝑗. Inoltre 
𝜂𝜇𝜈 = (+,−,−,−) e 𝜂𝑗𝑘 = −𝛿𝑗𝑘. 
Per risolvere il sistema conviene riscriverlo in funzione delle seguenti variabili dinamiche: 
𝐺𝜇𝜈
(𝑛) = ℎ𝜇ν(𝑛) + 𝜅3 �𝜂𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝜕𝜈𝑛�2 �𝐻(𝑛) − 𝜕𝜇𝜕𝜈𝑃(𝑛) + 𝜕𝜇𝑄𝜈(𝑛) + 𝜕𝜈𝑄𝜇(𝑛)   (3.1.12) 
𝑉𝜇𝑗
(𝑛) = 1
√2 �𝑖ℎ𝜇j(𝑛) − 𝜕𝜇𝑃𝑗(𝑛) − 𝑛�𝑗𝑄𝜇(𝑛)�    (3.1.13) 
𝑆𝑗𝑘




(𝑛)𝑗 + 𝑛�2𝑃(𝑛)�    (3.1.15) 
𝑄𝜇
(𝑛) = −𝑖 𝑛�𝑗
𝑛�2
ℎ𝜇









(𝑛)   (3.1.18) 
dove è stato definito il fattore  
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𝜅 = �3(𝛿 − 1)
𝛿 + 2    (3.1.19) 




(𝑛) è simmetrico e quindi ha 5 ∙ 4
2
= 10 𝑔.𝑑. 𝑙.,  
𝑉𝜇𝑗
(𝑛) ha 4 × 𝛿 componenti con il vincolo 𝑛�𝑗𝑉𝜇𝑗(𝑛) = 0 e ha quindi 4𝛿 − 4 = 4(𝛿 − 1)𝑔.𝑑. 𝑙. 
𝑆𝑗𝑘
(𝑛) è simmetrico a traccia nulla con l’ulteriore vincolo 𝑛�𝑗𝑆𝑗𝑘(𝑛) = 0, quindi ha 𝛿(𝛿+1)2 − 𝛿 − 1 =(𝛿−2)(𝛿+1)
2
𝑔.𝑑. 𝑙., 
𝐻(𝑛) e 𝑃(𝑛) sono scalari e quindi hanno 1 𝑔.𝑑. 𝑙. ciascuno, 
𝑄𝜇
(𝑛) ha 4 𝑔.𝑑. 𝑙., 
𝑃𝑗
(𝑛) ha il vincolo 𝑛�𝑗𝑃𝑗(𝑛) = 0 e quindi ha 𝛿 − 1 𝑔.𝑑. 𝑙. 






 𝑔.𝑑. 𝑙., pari a quelli iniziali.  
Da notare che per 𝛿 = 1 la parametrizzazione è singolare in quanto i campi 𝐻(𝑛), 𝑃(𝑛) e 𝑃𝑗(𝑛) non sono più 
indipendenti. Tuttavia il caso che qui interessa è 𝛿 > 1. 
Contraendo gli indici delle precedenti equazioni con la metrica, si trovano i seguenti vincoli sulle 












𝜇3𝑛�2    (3.1.21) 
𝜕𝜇𝑉𝜇j
(𝑛) = 0   (3.1.22) 
Se si va a combinare tali vincoli con le equazioni 3.1.9 − 11,  si ottengono le equazioni per i modi 𝐾𝐾: 
(𝜕2 + 𝑛�2)𝐺𝜇ν(𝑛) = 1
𝑅𝛿 2⁄ 𝑀𝐷
1+𝛿 2⁄ �−𝑇𝜇𝜈 + �𝜂𝜇𝜈 + 𝜕𝜇𝜕𝜈𝑛�2 � 𝑇𝜆𝜆3 �   (3.1.23) (𝜕2 + 𝑛�2)𝑉𝜇j(𝑛) = 0   (3.1.24) (𝜕2 + 𝑛�2)𝑆𝑗𝑘(𝑛) = 0   (3.1.25) (𝜕2 + 𝑛�2)𝐻(𝑛) = 𝜅3 1𝑅𝛿 2⁄ 𝑀𝐷1+𝛿 2⁄ 𝑇𝜇𝜇    (3.1.26) 
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Queste equazioni mostrano che solo 𝐺𝜇𝜈
(𝑛), 𝑉𝜇𝑗(𝑛), 𝑆𝑗𝑘(𝑛) e 𝐻(𝑛) sono particelle propaganti, mentre 𝑄𝜇(𝑛), 𝑃(𝑛) e 
𝑃𝑗
(𝑛) non compaiono nelle equazioni del moto. È possibile vedere, andando a studiare come trasformano i 
campi sotto trasformazioni di Lorentz, che tali campi sono gauge-dipendenti e pertanto non descrivono 
particelle fisiche. In particolare possono essere tutti resi nulli a qualsiasi punto dello spazio-tempo da una 
trasformazione di gauge per ogni 𝑛 ≠ 0. Questa è chiamata Gauge Unitaria. 
3.1.3 Identificazione del contenuto in particelle 
Il campo 𝐺𝜇𝜈
(𝑛), nel vuoto, soddisfa: (𝜕2 + 𝑛�2)𝐺𝜇ν(𝑛) = 0   (3.1.27) 
𝜕𝜇𝐺𝜇𝜈
(𝑛) = 0   (3.1.28) 
𝐺𝜇
(𝑛)𝜇 = 0   (3.1.29) 
La prima equazione dice che sono bosoni propaganti di massa 𝑛�2, mentre la seconda e la terza equazione 
annullano 5 delle 10 componenti, lasciandone solo 5 corrispondenti a particelle di spin 2. Pertanto tale 
campo descrive un multipletto di 5 gravitoni di massa 𝑛�2, ovvero l’𝑛-esima eccitazione 𝐾𝐾. 
Il campo 𝑉𝜇𝑗
(𝑛) descrive 𝛿 − 1 particelle di spin 1, ognuna con 3 gradi di libertà a causa del vincolo 3.1.22. 
Tuttavia nel limite di campo debole non sono accoppiate con il tensore energia-impulso, quindi non sono 
rilevanti ai fini della analisi in corso. 
Per 𝛿 ≥ 2 ci sono (𝛿−2)(𝛿+1)
2
 particelle scalari massive descritte dal tensore 𝑆𝑗𝑘
(𝑛), tuttavia anche queste non 
accoppiano con il tensore energia impulso, e quindi non interessano per questo lavoro. 
Infine, c’è la particella scalare 𝐻(𝑛) che accoppia solo con la traccia del tensore energia impulso. Tale traccia 
è nulla in tutte le teorie conformally-flat, e quindi neanche tale particella partecipa a livello ad albero ai 
processi con particelle a massa nulla, può infatti accoppiare a livello ad albero solo in modo proporzionale 
alla massa, pertanto il coupling è al più dell’ordine di �𝑀𝑍
𝑀𝐷
�




e può essere dunque trascurata. 
È interessante a questo punto vedere quanto vale la differenza fra i 𝑔.𝑑. 𝑙. iniziali e il numero di particelle 
trovato, pari a (𝛿+4)(𝛿+1)
2
. Tale differenza è 2(𝛿 + 4). Si vedrà che tali gradi di libertà sono associati 
all’invarianza di gauge. 
Per fissare la gauge, per prima cosa si fissa una condizione tipo quella di gauge armonica 
𝜕𝑎ℎ𝑏
𝑎 = 12𝜕𝑏ℎ𝑎𝑎   (3.1.30) 
che toglie quindi 𝛿 + 4 gradi di libertà. Dopodiché, si vede che, come nel caso della QED, per un gravitone 
senza massa ci sono ancora alcuni gradi di libertà dovuti alla scelta della polarizzazione, con vincolo 
𝜕2𝜖𝑎 = 0, e quindi altri 𝛿 + 4, per un totale di 2(𝛿 + 4) 𝑔.𝑑. 𝑙. nella scelta della gauge.  
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3.2 Lagrangiana Gravitazionale 
Partendo dalla lagrangiana in 4 + 𝛿 dimensioni corrispondente all’equazione di Einstein 3.1.2: 
ℒ = −12ℎ𝑎𝑏𝜕2ℎ𝑎𝑏 + 12ℎ𝑎𝑎𝜕2ℎ𝑏𝑏 − ℎ𝑎𝑏𝜕𝑎𝜕𝑏ℎ𝑐𝑐 + ℎ𝑎𝑏𝜕𝑎𝜕𝑐ℎ𝑏𝑐 − (2𝜋)𝛿 2⁄𝑀𝐷1+𝛿 2⁄ ℎ𝑎𝑏𝑇𝑎𝑏    (3.2.1) 
si effettua ora la procedura dei paragrafi precedenti, sostituendo lo sviluppo in serie di Fourier e la 
parametrizzazione dei campi, e mettendoci nella gauge unitaria. Si ottiene: 
ℒ = ��−12𝐺(−𝑛�⃗ )𝜇ν(𝜕2 + 𝑛�2)𝐺𝜇ν(𝑛�⃗ ) + 12𝐺𝜇(−𝑛�⃗ )𝜇(𝜕2 + 𝑛�2)𝐺ν(𝑛�⃗ )ν − 𝐺(−𝑛�⃗ )𝜇ν𝜕𝜇𝜕𝜈𝐺λ(𝑛�⃗ )λ + 𝐺(−𝑛�⃗ )𝜇ν𝜕𝜇𝜕𝜆𝐺ν(𝑛�⃗ )λ�
𝑛�⃗
 






�𝐺(𝑛�⃗ )𝜇ν − 𝜅3 𝜂𝜇𝜈𝐻(𝑛�⃗ )� 𝑇𝜇𝜈�
𝑛�⃗
   (3.2.2) 
Per la QED 
𝑇𝜇𝜈 = 𝑖4ψ��𝛾𝜇𝜕𝜈 + 𝛾𝜈𝜕𝜇�ψ − 𝑖4 �𝜕𝜈ψ�𝛾𝜇 + 𝜕𝜇ψ�𝛾𝜈�ψ+ 12 𝑞ψ��𝛾𝜇𝐴𝜈 + 𝛾𝜈𝐴𝜇�ψ+ 𝐹𝜇λ𝐹𝜈𝜆+ 14 𝜂𝜇𝜈𝐹𝜆𝜌𝐹𝜆𝜌   (3.2.3) 
Si può notare che la traccia di tale tensore è nulla. 
Per la QCD la forma è simile, basta fare le sostituzioni  
𝑞𝐴𝜇 → 𝑔𝑠𝐴𝑎,𝜇 𝜆𝑎2 , 𝐹𝜇𝜈 → 𝐹𝑆𝜇𝜈    (3.2.4) 
3.3 Regole di Feynman 
Come nel Modello Standard, si possono trovare i propagatori e i vertici. A seguire l’elenco di quelli 
necessari. 
3.3.1 Regole di Feynman per i propagatori 
 




   (3.3.1) 
dove 𝑚2 = 𝑛�2 è la massa dell’𝑛-esima oscillazione 𝐾𝐾 e 
𝑃𝜇𝜈𝜌𝜎 = 12 �𝜂𝜇𝛼𝜂𝜈𝛽 − 𝜂𝜇𝛽𝜂𝜈𝛼 − 𝜂𝜇𝜈𝜂𝛼𝛽� − 12𝑚2 �𝜂𝜇𝛼𝑘𝜈𝑘𝛽 + 𝜂𝜈𝛽𝑘𝜇𝑘𝛼 + 𝜂𝜇𝛽𝑘𝜈𝑘𝛼 + 𝜂𝜈𝛼𝑘𝜇𝑘𝛽�+ 16 �𝜂𝜇𝜈 + 2𝑚2 𝑘𝜇𝑘𝜈� �𝜂𝛼𝛽 + 2𝑚2 𝑘𝛼𝑘𝛽�    (3.3.2) 
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   (3.3.3) 
𝑃𝜇𝜈𝜌𝜎
(0) = 12 (𝜂𝑎𝑐𝜂𝑏𝑑 + 𝜂𝑎𝑑𝜂𝑏𝑐) − 1𝛿 + 2 𝜂𝑎𝑏𝜂𝑐𝑑 + 𝜀 − 12𝑘2 (𝜂𝑎𝑐𝑘𝑏𝑘𝑑 + 𝜂𝑏𝑑𝑘𝑎𝑘𝑐 + 𝜂𝑎𝑑𝑘𝑏𝑘𝑐 + 𝜂𝑏𝑐𝑘𝑎𝑘𝑑)(3.3.4) 
dove 𝜀 è il parametro di gauge-fixing. 
3.3.2 Regole di Feynman per i vertici 
Vertice 𝐹𝐹𝐺 
 


















Diagramma di Feynman per il vertice 
Fermione-Fermione-Fotone-Gravitone 
−𝑖𝑞
(2𝜋)𝛿 2⁄2𝑅𝛿 2⁄ 𝑀𝐷1+𝛿 2⁄ 𝑋𝜇𝜈𝛼 
Vertice 𝑔𝑔𝑔𝐺 
 
Diagramma di Feynman per il vertice Gluone-
Gluone-Gluone-Gravitone 
𝑔𝑠
(2𝜋)𝛿 2⁄2𝑅𝛿 2⁄ 𝑀𝐷1+𝛿 2⁄ 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑌𝜇𝜈𝛼𝛽𝛾 
Vertice 𝑔𝑔𝐺 
 









Diagramma di Feynman per il vertice 
Fermione-Fermione-Gluone-Gravitone 
−𝑖𝑔𝑠
(2𝜋)𝛿 2⁄2𝑅𝛿 2⁄ 𝑀𝐷1+𝛿 2⁄ 𝜆12𝑎2 𝑋𝜇𝜈𝛼 
Tab. 3.1. Regole di Feynman per i vertici, modello ADD 
Gli indici 𝜇, 𝜈 sono assegnati al gravitone. Gli indici 𝛼,𝛽, 𝛾 sono assegnati nell’ordine, alle particelle 1,2,3 se 
presenti. Lo stesso vale per gli indici di colore 𝑎, 𝑏, 𝑐.  
𝑊𝜇𝜈𝐹 = (𝑘1 + 𝑘2)𝜇𝛾𝜈 + (𝑘1 + 𝑘2)𝜈𝛾𝜇   (3.3.5) 
𝑊𝜇𝜈𝛼𝛽
𝛾 = 12 𝜂𝜇𝜈�𝑘1𝛽𝑘2𝛼 − (𝑘1𝜆𝑘2𝜆)𝜂𝛼𝛽� + 𝜂𝛼𝛽𝑘1𝜇𝑘2𝜈 + 𝜂𝜇𝛼 ��𝑘1𝜆𝑘2𝜆�𝜂𝜈𝛽 − 𝑘1𝛽𝑘2𝜈� − 𝜂𝜇𝛽𝑘1𝜈𝑘2𝛼  +𝜇 ↔ 𝜈   (3.3.6) 
𝑋𝜇𝜈𝛼 = 𝛾𝜇𝜂𝜈𝛼 + 𝛾𝜈𝜂𝜇𝛼  
𝑌𝜇𝜈𝛼𝛽𝛾 = �𝑍𝜇𝜈𝛼𝛽𝛾(𝑘1) + 𝑍𝜇𝜈𝛼𝛽𝛾(𝑘2) + 𝑍𝜇𝜈𝛼𝛽𝛾(𝑘3)� + 𝜇 ↔ 𝜈   (3.3.7) 
𝑍𝜇𝜈𝛼𝛽𝛾(𝑘1) = 𝑘1𝜇�𝜂𝜈𝛽𝜂𝛼𝛾 − 𝜂𝜈𝛾𝜂𝛼𝛽�+ 𝑘1𝛽 �𝜂𝜇𝛼𝜂𝜈𝛾 − 12 𝜂𝜇𝜈𝜂𝛼𝛾� − 𝑘1𝛾 �𝜂𝜇𝛼𝜂𝜈𝛽 − 12 𝜂𝜇𝜈𝜂𝛼𝛽�    (3.3.8) 
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3.4 Real Graviton Production 
3.4.1 Densità di modi 
Si può cominciare ora a considerare processi i cui risultati teorici sono rilevanti per il confronto con i dati 
sperimentali dei collider, partendo dalla produzione di gravitoni. Le eccitazioni 𝐾𝐾 hanno masse 𝑛
𝑅
 e perciò 














∙ 1012𝛿−31𝛿 𝑒𝑉   (3.4.1) 
Nel caso di 𝛿 non troppo grande il mass splitting diventa molto piccolo e si può passare al continuo: il 
numero di modi fra 𝑛 ed 𝑛 + 𝑑𝑛 è 
𝑑𝑁 = 2𝜋𝛿/2
Γ(𝛿/2) 𝑛𝛿−1𝑑𝑛 = 2𝜋𝛿/2Γ(𝛿/2) 𝑀𝑃28𝜋𝑀𝐷2+𝛿 𝑚𝛿−1𝑑𝑚   (3.4.2) 
perciò la sezione d’urto di produzione risulta 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 𝑑𝑚 = 2𝜋𝛿/2Γ(𝛿/2) 𝑀𝑃28𝜋𝑀𝐷2+𝛿 𝑚𝛿−1 𝑑𝜎𝑚𝑑𝑡    (3.4.3) 
3.4.2 Sezioni d’urto di produzione di singolo gravitone 
Vengono elencate di seguito le sezioni d’urto più rilevanti per gli esperimenti di collider ad alta energia. 
  
  
Fig. 3.1. Diagrammi di Feynman che contribuiscono al processo Quark Antiquark in Gluone Gravitone 
𝑑𝜎𝑚











Fig. 3.2. Diagramma di Feynman che contribuisce al processo Quark Gluone in Quark Gravitone 
𝑑𝜎𝑚




   (3.4.5) 
  
  
Fig. 3.3. Diagrammi di Feynman che contribuiscono al processo Gluone Gluone in Gluone Gravitone 
𝑑𝜎𝑚




   (3.4.6) 
Le funzioni 𝐹 sono descritte in appendice (sezione 7.3.1). 
3.4.3 Risultati attesi 
Il modello 𝐴𝐷𝐷 prevede quindi un aumento della sezione d’urto per processi mono-jet pari alla somma di 
tutti i contributi precedentemente descritti: 
∆𝜎𝐴𝐷𝐷 = 𝜎(𝑞𝑞� → 𝑔𝐺)𝑞=𝑢,𝑑,𝑠,𝑐,𝑏,𝑡 + 𝜎(𝑞𝑔 → 𝑞𝐺)𝑞=𝑢,𝑑,𝑠,𝑐,𝑏,𝑡,𝑞� + 𝜎(𝑔𝑔 → 𝑔𝐺)  (3.4.7) 
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𝜎(1,2 → 3,𝐺) = �𝑑𝑚𝑑𝑡𝑑𝑥1𝑑𝑥2 2𝜋𝛿2
Γ �
𝛿2� 𝑀𝑃
28𝜋𝑀𝐷2+𝛿 𝑚𝛿−1 𝑑𝜎𝑚𝑑𝑡 (1,2 → 3,𝐺)𝑓1(𝑥1,𝑄)𝑓2(𝑥2 ,𝑄)𝐷    (3.4.8) 
3.5 Virtual Graviton Exchange 
3.5.1 Ampiezze di scattering 
In questo caso le ampiezze di scattering hanno la forma 































  𝛿 = 1
    (3.5.2) 
Qui Λ è l’energia limite a cui la teoria perturbativa finora sviluppata è valida (vedi sezione 3.6). Le ℱ sono 
descritte in appendice (sezione 7.3.2). 
3.5.2 Sezioni d’urto dei processi rilevanti 
I risultati di questa sezione sono riportati da [3]. 
 
Fig. 3.4. Diagramma aggiuntivo per il processo Fermione Antifermione in Fotone Fotone 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 �𝑓𝑓̅ → 𝛾𝛾� = 𝜋16𝑁𝑓𝑠2 �2𝛼𝑞𝐹2 − 𝑡𝑢4𝜋 𝒮(𝑠)�
2
𝑡𝑢
   (3.5.3) 
 
Fig. 3.5. Diagramma aggiuntivo per il processo Gluone Gluone in Fotone Fotone 
𝑑𝜎







Fig. 3.6. Diagrammi aggiuntivi per il processo Gluone Gluone in Gluone Gluone 
𝑑𝜎




⎡9𝑔𝑠4(𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2)32𝑠2𝑡2𝑢2




⎤   (3.5.5) 
 
Fig. 3.7. Diagramma aggiuntivo per il processo Gluone Gluone in Quark Quark 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 (𝑔𝑔 → 𝑞𝑞�) = (𝑡2 + 𝑢2)128𝜋𝑠2 �𝑔𝑠4 (4𝑠2 + 9𝑠𝑡 + 9𝑡2)3𝑠2𝑡𝑢 − 𝑔𝑠2𝑅𝑒[𝒮∗(𝑠)] + 32 |𝒮(𝑠)|2𝑡𝑢�    (3.5.6) 
Per il processo inverso l’elemento di matrice è lo stesso, solo che si deve mediare sui colori dei quark invece 
che su quelli dei gluoni, il che contribuisce con un fattore (8/3)2 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 (𝑞𝑞� → 𝑔𝑔) = (𝑡2 + 𝑢2)36𝜋𝑠2 �𝑔𝑠4 (4𝑠2 + 9𝑠𝑡 + 9𝑡2)3𝑠2𝑡𝑢 − 𝑔𝑠2𝑅𝑒[𝒮∗(𝑠)] + 32 |𝒮(𝑠)|2𝑡𝑢�    (3.5.7) 
Per crossing si può ottenere 𝑔𝑞 → 𝑔𝑞, scambiando quindi 𝑠 con 𝑡 e moltiplicando per il fattore 8/3 a causa 
della media sugli stati iniziali 
𝑑𝜎






Fig. 3.8. Diagrammi aggiuntivi per il processo Quark Antiquark in Quark Antiquark dello stesso flavour 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 (𝑞𝑞� → 𝑞𝑞�) = 116𝜋𝑠2 �𝑔𝑠4 827𝑠2𝑡2 (𝑢2 − 3𝑠𝑡)(3𝑢2 − 𝑠𝑡) + 29𝑔𝑠2𝑢2𝑅𝑒 �4𝑡 + 𝑠𝑡 𝒮∗(𝑠) + 4𝑠 + 𝑡𝑠 𝒮∗(𝑡)�+ 18 |𝒮(𝑠)|2𝐺(𝑠, 𝑡) + 18 |𝒮(𝑡)|2𝐺(𝑡, 𝑠) + 148𝑅𝑒[𝒮(𝑠)𝒮∗(𝑡)](4𝑠 + 𝑡)(4𝑡 + 𝑠)𝑢2�    (3.5.9) 
Per crossing si può ottenere 𝑞𝑞 → 𝑞𝑞, scambiando quindi 𝑠 con 𝑢 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 (𝑞𝑞 → 𝑞𝑞) = 116𝜋𝑠2 �𝑔𝑠4 827𝑢2𝑡2 (𝑠2 − 3𝑢𝑡)(3𝑠2 − 𝑢𝑡) + 29𝑔𝑠2𝑠2𝑅𝑒 �4𝑡 + 𝑢𝑡 𝒮∗(𝑢) + 4𝑢 + 𝑡𝑢 𝒮∗(𝑡)�+ 18 |𝒮(𝑢)|2𝐺(𝑢, 𝑡) + 18 |𝒮(𝑡)|2𝐺(𝑡,𝑢) + 148𝑅𝑒[𝒮(𝑢)𝒮∗(𝑡)](4𝑢 + 𝑡)(4𝑡 + 𝑢)𝑠2�    (3.5.10) 
 
 
Fig. 3.9. Diagramma aggiuntivo per il processo Quark Antiquark in Quark Antiquark di diverso flavour 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 (𝑞𝑞� → 𝑞′𝑞�′) = 116𝜋𝑠2 �𝑔𝑠4 49𝑠2 (𝑢2 + 𝑡2) + 18 |𝒮(𝑠)|2𝐺(𝑠, 𝑡)�    (3.5.11) 
Per crossing si può ottenere 𝑞𝑞′ → 𝑞𝑞′, scambiando quindi 𝑠 con 𝑡 
𝑑𝜎
𝑑𝑡 (𝑞𝑞′ → 𝑞𝑞′) = 116𝜋𝑠2 �𝑔𝑠4 49𝑡2 (𝑢2 + 𝑠2) + 18 |𝒮(𝑡)|2𝐺(𝑡, 𝑠)�    (3.5.12) 
3.5.3 Risultati attesi 
Il modello 𝐴𝐷𝐷 prevede quindi un aumento della sezione d’urto per processi di-jet pari alla somma di tutti i 
precedenti contributi: 
∆𝜎𝐴𝐷𝐷 = � 𝜎(1,2 → 3,4)
1,2,3,4=𝑔,𝑞{𝑢,𝑑,𝑠,𝑐,𝑏,𝑡},𝑞�    (3.5.13) 
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𝜎(1,2 → 3,4) = �𝑑𝑡𝑑𝑥1𝑑𝑥2 𝑑𝜎𝑑𝑡 (1,2 → 3,4)𝑓1(𝑥1 ,𝑄)𝑓2(𝑥2,𝑄)
𝐷′
 (3.5.14) 
3.6 Limiti di validità teoria perturbativa 
Il parametro di espansione in serie risulta essere 2𝜋2+𝛿/2
Γ(2 + 𝛿/2) 12(2𝜋)2+𝛿 � 𝐸𝑀𝐷 �    (3.6.1) 





< �Γ �2 + 𝛿2� (4𝜋)2+𝛿2� 12+𝛿    (3.6.2) 
Si può osservare che 
min
𝛿
��Γ�2 + 𝛿2� (4𝜋)2+𝛿2� 12+𝛿� ≅ 7.2   (3.6.3) 





< 7.2   (3.6.4) 
Anche se la teoria perturbativa può essere affidabile fino a tale valore, nuovi effetti di gravità quantistica 




4 Parametri sperimentali 
4.1 Parametri di LHC 
Le caratteristiche principali aggiornate di 𝐿𝐻𝐶 sono riportate nella tabella seguente 
Collider √𝑠 (𝑇𝑒𝑉) ℒ (𝑐𝑚−2𝑠−1) 𝛿𝐸/𝐸 𝑓 (𝑀𝐻𝑧) #
𝑏𝑢𝑛𝑐ℎ
(1011) 𝐿 (𝐾𝑚) 
𝐿𝐻𝐶 7 4.7 ∙ 1032 0.001% 40 1.15 26.66 
Tab 4.1. Caratteristiche principali di LHC 
𝐿𝐻𝐶 è un collider che lavora con due fasci incidenti di protoni, cosicché il sistema di riferimento del 
laboratorio coincida con quello del 𝐶𝑑𝑀 del sistema protone-protone. Questo permette di massimizzare 
l’energia del 𝐶𝑑𝑀. 
I fasci non sono continui, ma in realtà costituiti da pacchetti (bunches) formati da un certo numero di 
particelle ognuno. Se ogni pacchetto contiene 𝑛 particelle, e i pacchetti hanno una sezione 𝑎, il numero di 
eventi è quindi proporzionale a 
𝑅(𝑠) ∝ 𝜎(𝑠)𝑓 𝑛2
𝑎
   (4.1.1) 
Si definisce poi il parametro di luminosità ℒ come 
𝑅(𝑠) = 𝜎(𝑠)ℒ   (4.1.2) 




   (4.1.3) 
La luminosità di 𝐿𝐻𝐶 è indicata in tabella. Cambiando l’unità di misura si può ottenere il numero di eventi 
medio osservato in un anno di misure per un processo con sezione d’urto 1𝑝𝑏 
ℒ = 4.7 ∙ 1032𝑐𝑚−2𝑠−1 = 1.5 ∙ 104 𝑒𝑣𝑒𝑛𝑡𝑖
𝑦 ∙ 𝑝𝑏
   (4.1.4) 
4.2 Cinematica nei Collider Adronici 
4.2.1 Sistema del 𝑪𝒅𝑴 
Nei collider adronici, il 𝐶𝑑𝑀 dei partoni non è lo stesso di quello degli adroni. Si consideri il sistema del 
𝐶𝑑𝑀 degli adroni, in tale sistema gli adroni avranno quadri-impulsi 
𝑃𝐴 = (𝐸𝐴, 0,0,𝑝𝐴) 𝑃𝐵 = (𝐸𝐴, 0,0,−𝑝𝐴)  (4.2.1) 
I due partoni che partecipano al sotto-processo invece avranno impulsi 
𝑃1 = (𝑥1𝐸𝐴, 0,0, 𝑥1𝑝𝐴) 𝑃2 = (𝑥2𝐸𝐴, 0,0,−𝑥2𝑝𝐴)  (4.2.2) 
e il quadri-impulso del 𝐶𝑑𝑀 è dunque 
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𝑃𝑐𝑑𝑚 = �(𝑥1 + 𝑥2)𝐸𝐴, 0,0, (𝑥1 − 𝑥2)𝑝𝐴�   (4.2.3) 
Ne risulta una velocità (considerando 𝐸𝐴 ≈ 𝑝𝐴) 
𝛽𝑐𝑑𝑚 = 𝑥1 − 𝑥2𝑥1 + 𝑥2    (4.2.4) 
e una rapidità 
𝑦𝑐𝑑𝑚 = 12 𝐿𝑛 �𝑥1𝑥2�    (4.2.5) 
Sia 𝑆 l’energia totale del 𝐶𝑑𝑀 adronico ed 𝑠 quella del 𝐶𝑑𝑀 partonico, allora 
𝑠 = 𝜏𝑆  𝜏 = 𝑥1 ∙ 𝑥2   (4.2.6) 
Invertendo la relazione si ottiene 
𝑥1,2 = √𝜏𝑒±𝑦𝑐𝑑𝑚    (4.2.7) 
Dato che il sistema del 𝐶𝑑𝑀 partonico non è determinato a priori, variabili che dipendono da tale sistema e 
non sono invarianti sotto boost longitudinale non sono valide per il confronto degli eventi. 
4.2.2 Variabili di integrazione sulle 𝑷𝑫𝑭 
È consigliabile usare, al posto di 𝑥1, 𝑥2, le variabili 𝜏,𝑦𝑐𝑑𝑚. 







   (4.2.8) 
ma si considera un taglio del tipo 𝑠 > 𝑠𝑚𝑖𝑛, ovvero 𝜏 = 𝑥1 ∙ 𝑥2 > 𝜏0 






𝜏0/𝑥1 = � 𝑑𝜏1𝜏0 � 𝑑𝑦𝑐𝑑𝑚−12𝐿𝑛(𝜏)12𝐿𝑛(𝜏)    (4.2.9) 
Le nuove variabili hanno un comportamento migliore nel calcolo numerico dell’integrale. 
4.2.3 Momento Trasverso e Angolo Azimutale 
L’elemento di spazio delle fasi boost-invariante può essere scritto in coordinate cilindriche 
𝑑3𝑝
𝐸
= 𝑑𝑝𝑥𝑑𝑝𝑦 𝑑𝑝𝑧𝐸 = 𝑝𝑇𝑑𝑝𝑇𝑑𝜙𝑑𝑝𝑧𝐸    (4.2.10) 




4.2.4 Rapidità e Pseudorapidità 
Una buona parametrizzazione per il quadri-impulso di una particella di massa trascurabile è 
𝑃𝜇 = (𝐸𝑇𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑦),𝐸𝑇𝑆𝑖𝑛(𝜙),𝐸𝑇𝐶𝑜𝑠(𝜙),𝐸𝑇𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑦))   (4.2.11) 
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Infatti risulta che 𝑃𝜇𝑃𝜇 = 𝐸𝑇2(𝐶𝑜𝑠ℎ2(𝑦) − 𝑆𝑖𝑛ℎ2(𝑦) − 𝑆𝑖𝑛2(𝜙) − 𝐶𝑜𝑠2(𝜙)) = 0 
Con questa parametrizzazione risulta 𝐸𝑇 = 𝑝𝑇 ed 𝑦 coincide con la rapidità. L’elemento di spazio delle fasi 
si può allora esprimere come 
𝑑3𝑝
𝐸
= 𝐸𝑇𝑑𝐸𝑇𝑑𝜙𝑑𝑦   (4.2.12) 
La rapidità è additiva nei boost longitudinali, quindi una differenza di rapidità fra le due particelle è 
invariante. 
Nel limite di particella a massa nulla, la rapidità coincide con la pseudorapidità: 
𝑦 →
12 𝐿𝑛 �1 + 𝐶𝑜𝑠𝜃1 − 𝐶𝑜𝑠𝜃� = 𝐿𝑛 �𝐶𝑜𝑡 𝜃2� = 𝜂   (4.2.13) 
4.2.5 Lego Plot e risoluzione dei jet 
Data l’invarianza delle variabili (𝑝𝑇,𝜂,𝜙) dai boost longitudinali, sono queste le variabili solitamente usate 
sperimentalmente. Il Lego Plot è un Plot nel piano 𝜂,𝜙 di 𝐸𝑇 = 𝑝𝑇 misurata dal calorimetro adronico. 
Per poter risolvere gli eventi, è necessario che questi abbiano una certa separazione nel piano 𝜂,𝜙, che vale 
pertanto 
Δ𝑅 = �Δ𝜂2 + Δ𝜙2   (4.2.14) 
Tale separazione è, ovviamente, invariante sotto boost longitudinale. Per poter risolvere quindi, per 
esempio, due jet, sarà necessario richiedere una certa distanza di questo tipo fra i due jet medesimi. 
4.3 Schema della macchina 
4.3.1 Rilevatori 
Uno schema semplificato è il seguente 
 
Fig. 4.1. Scherma semplificato dei detector in un collisionatore adronico 
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Le tracce lasciate dalle particelle sono di questi tipi (alcuni esempi) 
 
Fig. 4.2. Alcuni esempi delle tracce rilasciate da alcuni tipi di particelle 
4.3.2 Lunghezza di decadimento e misure dirette e indirette 
La distanza percorsa da una particella prima di decadere è 
𝑑 = 𝛾𝛽𝑐𝜏 ≈ 300𝜇𝑚 � 𝜏10−12𝑠�𝛾   (4.3.1) 
dove 𝜏 è la vita media della particella. Si possono distinguere diversi comportamenti: 
• Particelle stabili o quasi stabili: nel caso 𝜏 > 10−10𝑠 le particelle percorreranno una distanza 
sufficiente a passare nei detector e ad essere rilevate direttamente a seconda della traccia lasciata 
• Particelle a vita media breve: nel caso 𝜏~10−10𝑠 le particelle percorreranno distanze dell’ordine 
dei 𝑐𝑚 e poi decadranno. Questo farà comparire un vertice secondario come si può vedere nella 
figura 4.3, dove la lunghezza di decadimento è indicata con 𝐿. 
• Risonanze a vita media molto breve: particelle che decadono tramite interazione forte o 
elettromagnetica, hanno un vertice secondario a distanza non risolubile e quindi si può considerare 
il decadimento come istantaneo. Tali particelle possono essere riconosciute solo dalle tracce dei 
prodotti del decadimento 
• Particelle non osservate: particelle che non interagiscono né per interazione forte né elettro-




Fig. 4.3. Geometria per la ricostruzione della posizione del vertice secondario 
Il comportamento delle particelle del modello standard è riassunto in tabella 
 
Tab 4.2. Tabella che descrive come le particelle del Modello Standard reagiscono nel detector. Il segno di spunta indica che vengono rilevate, la 
croce vuol dire che non vengono rilevate, la presenza di entrambi i segni che possono venire rilevate, il vettore impulso indica che è possibile 




4.3.3 Misure indirette 
Vertice secondario 
Si può ricostruire il vertice secondario se sono presenti almeno due tracce, secondo lo schema mostrato in 
figura 4.3.  
Tracking 
La tracking chamber rileva le traiettorie delle particelle cariche che la attraversano, e la loro perdita di 
energia per unità di lunghezza. Conoscendo la carica della particella, applicando un campo magnetico 𝐵 è 




   (4.3.2) 







2    (4.3.3) 
Combinando le due misure si può risalire alla massa della particella. Se la carica è ignota, è necessaria una 
terza misura, come la misura di 𝛽 dalla radiazione Cerenkov o dal tempo di volo. 
ECAL 
Elettroni e fotoni dentro questo calorimetro creano enormi sciami elettromagnetici dovuti a 
Bremsstrahlung e produzione di coppie. Ciò permette la misura dell’energia di elettroni e fotoni. 
HCAL 
È simile a ECAL, ma funziona soltanto per gli adroni 
4.3.4 Triggering 
Nelle collisioni 𝑝𝑝 si genera un gran numero di eventi. Con la luminosità attuale, essendo la sezione d’urto 
𝑝𝑝 totale circa 100 𝑚𝑏, si avrebbe un rate di circa 50𝑀𝐻𝑧. Dato che ogni evento occupa circa 1𝑀𝑏𝑦𝑡𝑒 di 
spazio su hard disk, si capisce subito che non è possibile registrare tutti gli eventi. Si adotta allora un 
sistema di triggering per selezionare solo quelli che interessano, abbassando il rate fino a circa 100𝐻𝑧. Tali 
regole di triggering derivano dal tipo di processi che interessano all’interno di tutti i possibili eventi generati 
da una collisione 𝑝𝑝. 
Nel caso dell’emissione di gravitone i processi rilevanti sono del tipo 𝑝𝑝 → 𝑗𝐺, che apparirebbero come 
𝑝𝑝 → 𝑗𝐸𝑇 dato che il gravitone non sarebbe rilevato, per cui vengono selezionati solo processi che formano 
in HCAL la traccia di un singolo Jet. Sperimentalmente sono stati considerati anche eventi con due jet, per 
aumentare l’efficienza, imponendo un taglio sulla separazione angolare dei due jet in modo da sopprimere 
il contributo a due jet della QCD. 
Nel caso di scambio di gravitone virtuale i processi rilevanti sono invece 𝑝𝑝 → 𝑗𝑗, per cui vengono 
selezionati solo processi che lasciano in HCAL le tracce di due jet. 
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4.4 Tagli sperimentali 
4.4.1 Tagli per la ricerca di emissione di gravitoni 
I tagli sperimentali per i dati del CMS di 𝐿𝐻𝐶 del 2010 [14] sono: 
𝐶𝑜𝑠 < 𝑇𝑎𝑛ℎ[𝑦𝑀𝐴𝑋] = 𝑇𝑎𝑛ℎ[2.4]   (4.4.1) 
𝑝𝑇 > 110𝐺𝑒𝑉 𝑐⁄    (4.4.2) 
I tagli sperimentali per i dati di ATLAS di 𝐿𝐻𝐶 del 2010 [16] sono: 
𝐶𝑜𝑠 < 𝑇𝑎𝑛ℎ[𝑦𝑀𝐴𝑋] = 𝑇𝑎𝑛ℎ[2]   (4.4.3) 
𝑝𝑇 > 120𝐺𝑒𝑉 𝑐⁄    (4.4.4) 
I tagli sperimentali per i dati di ATLAS 𝐿𝐻𝐶 del 2011 [18] sono: 
𝐶𝑜𝑠 < 𝑇𝑎𝑛ℎ[𝑦𝑀𝐴𝑋] = 𝑇𝑎𝑛ℎ[2]   (4.4.5) 
𝑝𝑇 > 250𝐺𝑒𝑉 𝑐⁄    (4.4.6) 
Tutti gli altri tagli sperimentali che sono stati usati sono ininfluenti per il calcolo, in quanto sono sempre 
soddisfatti dai processi che vengono considerati, e sono stati introdotti sperimentalmente solo per ridurre il 
background dovuto ad altri processi che potrebbero altrimenti rientrare nei tagli sopra elencati. 
4.4.2 Tagli per la ricerca di scambio di gravitone virtuali 
I tagli sperimentali per i dati di ATLAS di 𝐿𝐻𝐶 del 2010 [17] sono: 
𝑝𝑇 > 60𝐺𝑒𝑉 𝑐⁄     (4.4.7) 
𝑀𝑒𝑓𝑓 > 1200𝐺𝑒𝑉   (4.4.8) |𝜂| < 2.8   (4.4.9) 
I tagli sperimentali per i dati di ATLAS di 𝐿𝐻𝐶 del 2010 [23] sono: 
𝑝𝑇 > 150𝐺𝑒𝑉 𝑐⁄     (4.4.10) 
𝑀𝑒𝑓𝑓 > 2000𝐺𝑒𝑉   (4.4.11) |𝜂| < 2.5   (4.4.12) 
I tagli sperimentali per i dati del CMS di 𝐿𝐻𝐶 del 2010 [24] sono: 
𝑝𝑇 > 140𝐺𝑒𝑉 𝑐⁄     (4.4.13) 
𝑀𝑒𝑓𝑓 > 2200𝐺𝑒𝑉   (4.4.14) |𝜂| < 2.5   (4.4.15) 
Anche in questo caso, tutti gli altri tagli sperimentali che sono stati usati sono ininfluenti, per lo stesso 
motivo di prima.  
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5 Simulazione con Mathematica  
5.1 Metodo MonteCarlo per l’integrazione 
Il metodo MonteCarlo per l’integrazione numerica è un sistema che riesce a calcolare con buona precisione 
integrali di alcune funzioni, e si usa soprattutto per integrali multidimensionali definiti su domini non 
semplici da descrivere analiticamente. Viene qui usato per integrali del tipo ∫𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑Ω𝑃ℎ𝑎𝑠𝑒 𝑆𝑝𝑎𝑐𝑒  
5.1.1 Integrazione numerica 
Data una funzione di una variabile 𝑓(𝑥) il modo più semplice per calcolarne numericamente l’integrale su 
un intervallo [𝑎, 𝑏] è dividere l’intervallo in 𝑁 intervalli più piccoli tutti uguali, lunghi 
∆𝑥 = 𝑏 − 𝑎
𝑁
   (5.1.1) 





= (𝑏 − 𝑎)∑ 𝑓(𝑥𝑖)𝑁𝑖=1
𝑁
= (𝑏 − 𝑎)〈𝑓〉  (5.1.2) 
dove 𝑥𝑖  è il centro di ciascun intervallo. Analogamente nel caso di un integrale 𝑛-dimensionale su un 
dominio rettangolare [𝑎1, 𝑏1] × [𝑎2,𝑏2] × … × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] si può dividere il volume in volumi più piccoli ed 
eseguire la stessa procedura 





= 𝑉 ∑ 𝑓(𝑥𝑖)𝑁𝑖=1
𝑁𝑛
= 𝑉〈𝑓〉   (5.1.3) 
dove 𝑉 è il volume del dominio di integrazione e (𝑥1𝑖 , … , 𝑥𝑁𝑗) è il centro di ogni volumetto. 
5.1.2 MonteCarlo: Sampling method 
È molto simile al precedente, ma stavolta invece di scegliere i punti equi-spaziati, si scelgono casualmente 
nel volume di integrazione. 
� �𝑑𝑥𝑘 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)[𝑎1,𝑏1]×…×[𝑎𝑛,𝑏𝑛] = �𝑓(?⃗?𝑖)∆𝑉
𝑁
𝑖=1
= 𝑉 ∑ 𝑓(𝑥𝑖)𝑁𝑖=1
𝑁
= 𝑉〈𝑓〉   (5.1.4) 
In una dimensione i due metodi sono praticamente equivalenti. Tuttavia in più dimensioni il metodo 
MonteCarlo permette di risparmiare moltissimo tempo. Infatti, per esempio per un integrale in 10 
dimensioni, con il metodo numerico, dividendo ogni intervallo di ciascuna dimensione in 10 parti (molto 
pochi), ci servirebbero 1010 punti per valutare l’integrale. Al contrario il MonteCarlo esegue una sola 
somma, e pertanto è sufficiente considerare un numero di punti molto inferiore. Infatti si vedrà che con il 
metodo MonteCarlo 𝜎𝑀𝐶 ∝
1
√𝑁
 con 𝑁 numero di punti utilizzati, indipendentemente dal numero di 
dimensioni; invece con altri metodi 𝜎 decresce molto più debolmente. 
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In appendice (sezione 7.4) si allega una tabella dove si confrontano i risultati e i tempi di integrazione di una 
funzione usando i due metodi al variare delle dimensioni. 
5.1.3 MonteCarlo: Hit and miss method 
Si ipotizzi ora di voler calcolare il volume di un dominio 𝐷 non rettangolare, ma definito da qualche 
condizione. 
L’integrale da calcolare è 
𝑉𝐷 = ��𝑑𝑥𝑘
𝐷
   (5.1.5) 
Si può estendere la funzione su cui si calcola l’integrale al di fuori del dominio 𝐷 su un dominio 
rettangolare, e contemporaneamente cambiare il dominio di integrazione 
𝑔(𝑥𝑘) = � 1 𝑠𝑒 𝑥𝑘 ∈ 𝐷0 𝑎𝑙𝑡𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑖    (5.1.6) 
𝐷 → [𝑎1,𝑏1] × … × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛]  (5.1.7) 
e l’integrale diventa 
𝑉𝐷 = ��𝑑𝑥𝑘
𝐷
= � �𝑑𝑥𝑘 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛)[𝑎1,𝑏1]×…×[𝑎𝑛,𝑏𝑛] = 𝑉〈𝑔〉   (5.1.8) 
Analogamente se su tale volume, sconosciuto, si voleva integrare una funzione 𝑓, allora si può scrivere 
��𝑑𝑥𝑘
𝐷
𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = � �𝑑𝑥𝑘 𝑓(𝑥1 , … , 𝑥𝑛)𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛)[𝑎1,𝑏1]×…×[𝑎𝑛,𝑏𝑛] = 𝑉〈𝑓𝑔〉   (5.1.9) 
5.1.4 Precisione nell’integrazione MonteCarlo: sampling method 
Per il metodo di sampling, l’errore è dato dall’incertezza sulla media di 𝑓 
∆𝐼 = ∆ � �𝑑𝑥𝑘 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)[𝑎1,𝑏1]×…×[𝑎𝑛,𝑏𝑛] = ∆(𝑉〈𝑓〉) = 𝑉∆〈𝑓〉   (5.1.10) 
Tale errore è dato da 
𝜎𝑓̅ = 𝜎
√𝑁
   (5.1.11) 
dove la varianza 𝜎2 si ottiene da 
𝜎2 = 1
𝑁 − 1 ���𝑓(𝑥𝑖)𝑁
𝑖=1
� − 𝑁𝑓̅2�    (5.1.12) 
Combinando questi risultati e nell’approssimazione 𝑁 ≫ 1 si trova 
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𝜎𝑓̅ = �〈𝑓2〉 − 〈𝑓〉2𝑁    (5.1.13) 
Quindi l’errore sul risultato è 
∆𝐼 = 𝑉�〈𝑓2〉 − 〈𝑓〉2
𝑁
   (5.1.14) 
Questo è l’errore a una sigma, ovvero che se i dati sono distribuiti in modo gaussiano, la probabilità che il 
valore cada nell’intervallo è il 68.3%. 
Si può vedere che il MonteCarlo è molto utile negli integrali multidimensionali perché la sua precisione non 
dipende dal numero di dimensioni, ma solo dal numero di punti. 
5.1.5 Precisione dell’integrazione MonteCarlo: Hit and miss method 
Utilizzando il metodo hit and miss nel calcolo di un volume, 𝑓 assume solo valori 0 ed 1. Quindi 
∆𝑉
𝑉




�〈𝑓2〉 − 〈𝑓〉2 ≤
12√𝑁    (5.1.15) 
e l’errore percentuale è sempre piccolo. 
Nel caso in cui si integra invece una funzione su tale volume, possono sorgere problemi: �〈𝑓2〉 − 〈𝑓〉2 può 
essere arbitrariamente grande. L’esempio più estremo è il caso in cui si integra una delta di Dirac: il 
MonteCarlo restituirà sempre un valore nullo mentre l’integrale può essere grande a piacere. 
Per esempio, si immagini di voler integrare la seguente funzione.  
 
Fig. 5.1. Funzione esempio di cui il calcolo dell’integrale con il metodo MC è problematico 
È logico che la maggior parte del contributo dell’integrale viene dalla regione piccata, ma se non si usano 
abbastanza punti (e in più dimensioni il problema si amplifica), pochi punti cadranno nell’area piccata, e si 
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ottiene così una deviazione grande dal valore reale. Cioè avviene perché �〈𝑓2〉 − 〈𝑓〉2, in questo caso, è 
grande. 




ℎ(𝑥) ℎ(𝑥)𝑑𝑥𝑏𝑎 = � 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝐻(𝑥)𝑏𝑎 = � 𝑓(𝑥(𝐻))ℎ(𝑥(𝐻))𝑑𝐻𝐻(𝑏)𝐻(𝑎)    (5.1.16) 
dove  
𝐻(𝑥) = � ℎ(𝑥)𝑑𝑥𝑥
𝑎
   (5.1.17) 
e 𝑥(𝐻) è la funzione inversa di 𝐻(𝑥). Sono state solo cambiate variabili, ma ora la funzione integranda è 








〉2, che, per ipotesi, è molto piccolo. 
5.1.6 Confronto integrazione con e senza cambio di variabili 










   (5.1.18) 
𝜏0 = 10−6   (5.1.19) 
𝑠 = (7 ∙ 103𝐺𝑒𝑉)2   (5.1.20) 
con 105 punti, si ottengono i seguenti risultati (in 𝑝𝑏), nel caso di integrazione diretta e nel caso di 
integrazione passando attraverso variabili logaritmiche: 
Esatto Senza cambio Sigma senza 
cambio 
Con cambio di 
variabili 
Sigma con cambio 
di variabili 4.98407 ∙ 1012 4.99 ∙ 1012 1.7 ∙ 1011 4.98 ∙ 1012 2.6 ∙ 1010 5.41611 ∙ 1010 5.19 ∙ 1010 6.9 ∙ 108 5.51 ∙ 1010 9.5 ∙ 108 
Tab 5.1. Confronto risultati integrazione Montecarlo con e senza cambio di variabili 
I risultati nella prima riga si riferiscono all’integrazione senza i tagli sperimentali, mentre la seconda riga è 
riferita alla sola regione consentita dai tagli. Da questi dati si ha la conferma che il cambio di variabili 
aumenta notevolmente la precisione. Nel caso senza tagli infatti, a parità di precisione nel risultato, usando 
il cambio di variabili la varianza è molto inferiore. Nel secondo caso, il risultato senza cambio di variabili è 
notevolmente differente da quello esatto, e restituisce pure una varianza piccola, segno che il MonteCarlo 
così strutturato è poco affidabile per eseguire questa integrazione; al contrario il risultato con cambio di 
variabili è abbastanza preciso (valore esatto e risultato differiscono per circa 1 sigma), quindi si ha una 
precisione di circa il 2% già con 105punti. Aumentando il numero di punti si potrebbe aumentare 
ulteriormente tale precisione, ma nel caso in esame dove il calcolo è eseguito a livello ad albero ciò sarebbe 
poco significativo date le altre approssimazioni implicite nel calcolo stesso. 
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5.2 Implementazione in Mathematica 
5.2.1 Scelta delle variabili di integrazione 
Per quanto appena detto, bisogna scegliere, per ottenere un buon risultato, variabili di integrazione che 
rendano la funzione integranda poco piccata. 
Le variabili scelte al posto di 𝑥1, 𝑥2 sono le seguenti: 
𝑙𝜏 = 𝐿𝑛[𝜏],𝑦𝑐𝑑𝑚    (5.2.1) 
In questo modo il determinante del Jacobiano porta a moltiplicare la funzione integranda per 𝑥1𝑥2, 
spianandola per bassi impulsi, dove sia la sezione d’urto che le 𝑃𝐷𝐹 sono molto piccate. 













𝑑𝑡 (1,2 → 3,4)𝑓1(𝑥1,𝑄)𝑓2(𝑥2,𝑄)�    (5.2.2) 




















𝑑𝑡 (1,2 → 3,𝐺)𝑓1(𝑥1,𝑄)𝑓2(𝑥2,𝑄)� (5.2.3) 

































𝑑𝑡 (1,2 → 3,𝐺)𝑓1(𝑥1,𝑄)𝑓2(𝑥2,𝑄)� (5.2.5) 
pertanto, la formula 5.1.9, si riduce, nei due casi, a 
𝜎 = 𝐿𝑛[𝜏0] ∙ 𝑆 〈𝑒𝑙𝜏 ∙ 𝑙𝜏 ∙ 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒[𝑡𝑎𝑔𝑙𝑖] 𝑑𝜎𝑑𝑡 (1,2 → 3,4)𝑓1(𝑥1 ,𝑄)𝑓2(𝑥2,𝑄)〉   (5.2.6) 
𝜎 = 𝐿𝑛[𝜏0] ∙ 𝑆12 〈𝑒𝑙𝜏2 ∙ �𝑆 ∙ 𝑒𝑙𝜏 − 𝑚2� ∙ 𝑙𝜏 ∙ 𝐵𝑜𝑜𝑙𝑒[𝑡𝑎𝑔𝑙𝑖] 𝑑𝑁𝑑𝑚𝑑𝜎𝑚𝑑𝑡 (1,2 → 3,𝐺)𝑓1(𝑥1,𝑄)𝑓2(𝑥2,𝑄)〉    (5.2.7) 
5.2.2 Generare un evento 
Per generare un evento, basta ora usare la funzione RandomReal di Mathematica per generare i 3 (4) 
numeri fra 0 e 1 che servono a calcolare la sezione d’urto per gravitoni virtuali (reali). Con questi dati, è 
possibile calcolare il valore di tutte le variabili cinematiche del sistema. Apposite funzioni sono state scritte 
per questo scopo. 
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5.2.3 Implementare i tagli 
Per implementare i tagli, si sono scritte funzioni che calcolano il valore delle variabili su cui sono eseguiti i 
tagli in funzione delle variabili cinematiche del sistema. In questo modo l’implementazione dei tagli si 
riduce a una funzione Boole dell’operatore logico che definisce i tagli. 
5.2.4 Memorizzazione dei punti 
Si può ora scrivere una funzione che generi punti e controlli se questi soddisfano le condizioni del taglio. 
Quando le condizioni sono soddisfatte si memorizza in un array tutti i dati necessari al calcolo della sezione 
d’urto (quindi i 3 (4) numeri fra 0 ed 1). È possibile effettuare tale operazione perché la funzione 
RandomReal di Mathematica in realtà non genera numeri casuali, ma pseudocasuali, dipendenti dal 
SeedRandom scelto. Quindi sarebbe inutile generare i punti più volte senza cambiare il SeedRandom: si 
otterrebbero gli stessi punti. Una possibilità sarebbe generare i punti più volte cambiando il SeedRandom, 
ma ciò allungherebbe i tempi di elaborazione. 
5.2.5 Calcolo della sezione d’urto 
Per il calcolo della sezione d’urto di un processo elementare si applica quindi la formule 5.2.6 − 7, dove la 
media è intesa sull’insieme di punti in memoria. 
Per il calcolo della sezione d’urto inclusiva, si procede quindi alla somma delle singole sezioni d’urto dei vari 
processi, secondo la formule 3.4.7 − 13. 
5.2.6 Accorgimenti importanti 
Durante il test del programma, è stato notato che è molto importante definire bene la Factorization Scale 
𝑄2, in quanto può variare i risultati fino a un fattore 2 o 3 a seconda di come viene impostata. Da tale scala 
di energia dipende sia la running coupling constant, sia le Pdf. La dipendenza più grande del risultato è data 
dalle Pdf, che se valutate a 𝑄2 diversi possono variare significativamente. 
La dipendenza da 𝑄2 scomparirebbe se facessimo un calcolo a infiniti loop. Fermandoci al 𝐿𝑂, rimane una 
dipendenza dovuta agli ordini successivi trascurati, che sono solitamente del tipo 𝐿𝑂 �1 + 𝛼𝐿𝑜𝑔 � 𝑄
𝑝𝑇
�� e si 
possono quindi minimizzare mettendo 𝑄 vicino all’energia rilevante. Tuttavia, se sono in gioco più scale di 
energia rilevanti si ha che l’aver trascurato gli ordini successivi porta a piccole inesattezze nel calcolo della 
predizione teorica.  
𝑄2 dovrebbe valere 𝑠 per processi in canale 𝑠, 𝑡 per processi in canale 𝑡, ed 𝑢 per processi in canale 𝑢. Dato 
che non è possibile controllare attraverso quale canale avviene il processo, si è impostato, come viene fatto 
in Phytia,  𝑄2 = 𝑀𝑇2 = 𝑡𝑢𝑠 . In questo modo, quando |𝑡| ≪ |𝑢| e |𝑡| ≪ 𝑠, quindi quando domina il canale 𝑡, si 
ha |𝑢|~𝑠 e 𝑄2~𝑡, allo stesso modo se |𝑢| ≪ |𝑡| e |𝑢| ≪ 𝑠 (cioè domina il canale 𝑢), si ha |𝑡|~𝑠 e 𝑄2~𝑢, ed 
infine se |𝑡|~|𝑢| (cioè se domina il canale 𝑠) si ha |𝑡|~|𝑢|~ 𝑠
2
 e 𝑄2~ 𝑠
2
 che è dello stesso ordine di grandezza 
di 𝑠. 
5.2.7 Approssimazioni utilizzate 
Il programma fa uso di molte approssimazioni, per semplificare il calcolo e ridurre tempi di 
implementazione e di elaborazione. Per prima cosa, sono stati considerati solo i quark 𝑢,𝑑, 𝑠 negli stati 
iniziali, perché per gli altri quark i valori delle Pdf sono molti piccoli e darebbero luogo a sezioni d’urto 
trascurabili in quanto la loro somma sarebbe più piccola dell’incertezza su quelle date dai quark 𝑢,𝑑, 𝑠. I 
quark 𝑐, 𝑏, 𝑡 vengono trascurati anche negli stati finali. 
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Dato che si considerano solo i 3 quark più leggeri, si possono trascurare le loro masse in quanto eventuali 
correzioni dovute ad esse saranno dell’ordine di 𝑚
�𝑠𝑚𝑖𝑛
< 10−4. 
Come si è detto sopra, valore di 𝑄 è una stima approssimata dell’ordine di grandezza: ciò introduce un 
errore stimato del 10%. Inoltre il programma utilizza le Pdf [22], che sono ricavate sperimentalmente e si 
stima aggiungano un’incertezza relativa del 6% sul risultato. 
Infine, nel calcolare le sezioni d’urto dei processi di QCD, si sono trascurati i diagrammi con vertici 
elettromagnetici, in quanto 𝛼𝑠 ≫ 𝛼𝑒𝑚. 
A questi fattori va aggiunta l’incertezza sulla luminosità integrata, pari al 5%, e quella dovuta 
all’integrazione MonteCarlo, che con il numero di punti qui usato è pari a circa il 3%. Si ottiene 
un’incertezza totale del 13% circa. 
5.3 Controllo del funzionamento con il Modello Standard 
Il programma restituisce i valori elencati in tabella (in 𝑝𝑏), a confronto con quelli ottenuti da altri simulatori 
(simulazione eseguita con 106 punti): 








𝑢𝑔 → 𝑢𝑔 88.7 2.2 124.34 0.85 
𝑔𝑢 → 𝑢𝑔 90.6 2.3 123.23 1.09 
𝑢𝑢 → 𝑢𝑢 73.9 1.1 87.08 0.71 
𝑔𝑔 → 𝑔𝑔 65.6 1.3 45.60 0.43 
𝑢𝑑 → 𝑢𝑑 31.7 0.7 39.22 0.53 
𝑑𝑢 → 𝑢𝑑 32.3 0.7 38.92 0.46 
𝑑𝑑 → 𝑑𝑑 12.8 0.2 15.43 0.45 
𝑢�𝑔 → 𝑢�𝑔 3.6 0.1 8.842 0.092 
𝑢?̅? → 𝑢?̅? 4.97 0.14 7.131 0.198 
?̅?𝑢 → 𝑢?̅? 5.11 0.14 6.651 0.189 
𝑢𝑢� → 𝑢𝑢�  4.63 0.11 4.984 0.136 
𝑢�𝑢 → 𝑢𝑢�  4.73 0.12 4.741 0.130 
𝑠𝑢 → 𝑠𝑢 3.01 0.08 3.950 0.108 
𝑝𝑝 → 𝑗𝑗 527 12 550 7 
Tab. 5.2. Confronto risultati sezioni d’urto Mathematica e MadGraph 







𝑔𝑔 → 𝑔𝑔 65.6 1.3 49.63 0.90 
𝑔𝑔 → 𝑞𝑞� 0.643 0.009 0.617 0.104 
𝑞𝑔 → 𝑞𝑔 266 7 282.1 2.3 
𝑞𝑞′ → 𝑞𝑞′ 194 4 260.7 2.1 
𝑞𝑞� → 𝑔𝑔 0.767 0.010 0.826 0.129 
𝑞𝑞� → 𝑞′𝑞�′ 0.145 0.001 0.196 0.046 
𝑝𝑝 → 𝑗𝑗 527 12 594.1 5.6 
Tab. 5.3. Confronto risultati sezioni d’urto Mathematica e Pythia 
I processi con MadGraph sono calcolati anche con il background del modello standard, e quindi alcune 
sezioni d’urto calcolate con MadGraph possono risultare superiori per questo motivo. 
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Nel complesso si osserva che i risultati ottenuti hanno solitamente uno scarto minore del 25% rispetto a 
quelli calcolati con altri programmi. Le incertezze indicate da Mathematica e Madgraph sono quelle dovute 






6.1 Virtual Graviton Exchange 
Si può fare un grafico delle distribuzioni angolari in funzione della variabile  
𝜒 = 1 + 𝐶𝑜𝑠𝜃1 − 𝐶𝑜𝑠𝜃    (6.1.1) 




𝜃2�    (6.1.2) 
assumono una distribuzione piatta. Le sezioni d’urto dei partoni in QCD, hanno, approssimativamente, tale 
andamento, e perciò le loro distribuzioni angolari dovrebbero risultare quasi piatte. Nuovi canali dovuti allo 
scambio di gravitoni virtuali dovrebbero far comparire picchi a bassa 𝜒: 
 
Fig. 6.1. Distribuzione angolare per 𝛿 = 6 e 𝑀Τ = 2 𝑇𝑒𝑉  (per la definizione di 𝑀Τ vedi l’equazione 3.5.2), al variare di Λ. In Nero spesso la 
distribuzione del modello standard, in tratteggiato i segnali delle extra-dimensioni: blu per Λ = 1.5 TeV, viola per Λ = 2 TeV, rosso per Λ = 3 TeV 
e nero per il limite Λ → ∞. Dati di ATLAS [17]. 
 
Fig. 6.2. Distribuzione angolare ad 𝑀𝐷 = Λ = 1.5 TeV. In nero spesso la distribuzione del modello standard, in tratteggiato i segnali delle extra 
dimensioni: blu per 𝑑 = 2, viola per 𝑑 = 3, rosso per 𝑑 = 4, marrone per 𝑑 = 5 e nero per 𝑑 = 6. Dati di ATLAS [17]. 
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Dalla figura 6.1 si vede che c’è una forte dipendenza da Λ nella distribuzione angolare, in particolare piccoli 
valori di Λ la appiattiscono per bassi 𝜒 rendendola molto simile a quella del modello standard. Nel fare il fit 
per ricavare limiti su Λ ed 𝑀𝐷  ci si aspetta quindi di trovare limiti sul valore di Λ/𝑀𝐷 che variano 
debolmente al variare di 𝑀𝐷, o viceversa limiti su 𝑀𝐷  che variano sostanzialmente al variare di Λ/𝑀𝐷. 
6.2 Real Graviton Production 
Una volta eseguito il MonteCarlo, si possono usare i dati ottenuti per calcolare le distribuzioni del numero 




Fig 6.3. Distribuzioni degli eventi in funzione momento trasverso mancante. La linea rossa rappresenta il segnale delle Extra-Dimensions calcolato 
con il MonteCarlo, la linea nera lo stesso segnale calcolato con un cut-off sulla massa del gravitone Λ = 1TeV. I punti con le barre di errore sono i 
dati sperimentali con le relative incertezze ottenuti da CMS presso LHC con 36𝑝𝑏−1 di luminosità integrata. Il segnale colorato sullo sfondo è il 
background del modello standard, dovuto a processi 𝑍 → 𝑙+𝑙− (rosa), processi di 𝑄𝑐𝑑 (giallo), produzione di coppie 𝑡𝑡̅ (viola), processi 𝑊 → 𝑙𝜈 
(verde chiaro) e infine al processo dominante nel background, 𝑍 → 𝜈𝜈̅ (celeste). Tale segnale di background non è stato ricalcolato, ma è stato usato 






Fig. 6.4. Distribuzioni degli eventi in funzione momento trasverso mancante. La linea rossa rappresenta il segnale delle Extra-Dimensions calcolato 
con il MonteCarlo, la linea nera lo stesso segnale calcolato con un cut-off sulla massa del gravitone Λ = 1TeV. I punti con le barre di errore sono i 
dati sperimentali con le relative incertezze ottenuti da ATLAS presso LHC con 33𝑝𝑏−1 di luminosità integrata. Il segnale colorato sullo sfondo è il 
background del modello standard, dovuto a produzione di coppie 𝑡𝑡̅ (blu), produzione di fotoni (viola), processi 𝑍 → 𝑙+𝑙− (celeste), processi di 𝑄𝑐𝑑 
(bianco), processi 𝑊 → 𝑙𝜈 (verde chiaro) e infine al processo dominante nel background, 𝑍 → 𝜈𝜈̅ (arancione). Tale segnale di background non è 
stato ricalcolato, ma è stato usato quello dato nell’articolo [16]. I segnali delle Extra-Dimensions sono stati calcolati per 𝑀𝐷 = 2 𝑇𝑒𝑉. 
6.3 Dipendenza della sezione d’urto dal cut-off sulla massa del gravitone 
Si può introdurre anche nel caso della produzione di gravitone reale un cut-off Λ, e vedere come la sezione 
d’urto dipende da esso. Questo permetterà di trovare i valori limite su 𝑀𝐷  al variare di Λ, mentre negli 
articoli [14], [16], [18] tale limite è ricavato solo nel limite Λ → ∞. 




Fig. 6.5. Fattore di riduzione della sezione d’urto dovuto a introduzione del cut-off in funzione del cut-off stesso. In blu il segnale per 2 extra-
dimensions, in rosa il segnale per 3 extra-dimensions, in giallo il segnale per 4 extra-dimensions, in verde il segnale per 5 extra-dimensions e in 
grigio il segnale per 6 extra-dimensions 
Come si può vedere dal grafico questo caso darà limiti di tipo differente rispetto a quelli dati dallo scambio 
di gravitone virtuale. Infatti, per 𝑀𝐷  sufficientemente grande (ad esempio 2 − 3 𝑇𝑒𝑉 nel caso per 2 o 3 
extra dimensioni), anche per rapporti Λ/𝑀𝐷 abbastanza piccoli (ad esempio 0.5) il fattore di riduzione è 
molto vicino a 1, e quindi si avranno limiti su 𝑀𝐷  debolmente dipendenti da Λ/𝑀𝐷. Invece per un numero 
superiore di extra dimensioni, se Λ/𝑀𝐷 è sufficientemente piccolo, il limite su 𝑀𝐷  avrà una dipendenza più 
forte da tale rapporto. 
6.4 Limiti su 𝑴𝑫  e 𝚲, dati 2010 
Dai dati sulla produzione di gravitoni reali si possono ricavare limiti inferiori su 𝑀𝐷  in funzione del numero 















Tali limiti sono ricavati imponendo 𝜒2 ≤ 𝜒𝑆𝑀2 + 3.84 sul fit delle distribuzioni in 𝑝𝑇 e sono al 95% di 
confidence level. Tali limiti sono riassunti in tabella (limite Λ → ∞) (36 − 33𝑝𝑏−1). 
𝑑 𝑀𝐷  (𝐶𝑀𝑆) 𝑀𝐷  (𝐴𝑇𝐿𝐴𝑆) 2 2.32 𝑇𝑒𝑉 2.53 𝑇𝑒𝑉 3 1.98 𝑇𝑒𝑉 2.10 𝑇𝑒𝑉 4 1.83 𝑇𝑒𝑉 1.92 𝑇𝑒𝑉 5 1.76 𝑇𝑒𝑉 1.84 𝑇𝑒𝑉 6 1.74 𝑇𝑒𝑉 1.81 𝑇𝑒𝑉 
Tab. 6.1. Limiti su 𝑀𝐷  al 95% di confidence level, 36 − 33𝑝𝑏−1 di luminosità integrata 







Fig. 6.8. Aree di esclusione dei parametri del modello, dati 2010: In blu i limiti ricavati dai dati Mono-Jet (CMS 36𝑝𝑏−1 e ATLAS 33𝑝𝑏−1), in rosa i 
limiti ricavati dai dati Di-Jet (contorno rosso tratteggiato per i dati ATLAS 3.1𝑝𝑏−1, contorno nero tratteggiato per i dati di ATLAS 36𝑝𝑏−1 e contorno 
nero continuo per i dati CMS 36𝑝𝑏−1 
6.5 Limiti su 𝑴𝑫  e 𝚲, dati 2011 
Con i nuovi dati del 2011 di ATLAS [18] si ottiene un limite teorico per la sezione d’urto di produzione di 






Fig. 6.9. Fit con i dati ATLAS  con 1𝑓𝑏−1 di luminosità integrata. In blu il bound sulla sezione d’urto di 0.13𝑝𝑏. 






Fig. 6.10. Aree di esclusione dei parametri del modello, dati 2011: In blu i limiti ricavati dai dati Mono-Jet (ATLAS 1𝑓𝑏−1), in rosa i limiti ricavati dai 
dati Di-Jet (contorno rosso tratteggiato per i dati ATLAS 3.1𝑝𝑏−1, contorno nero tratteggiato per i dati di ATLAS 36𝑝𝑏−1 e contorno nero continuo 
per i dati CMS 36𝑝𝑏−1 
6.6 Conclusioni  
Il programma scritto in Mathematica ha dimostrato di riprodurre abbastanza fedelmente i risultati di altri 
programmi MonteCarlo per il calcolo di sezioni d’urto adroniche: la sezione d’urto, le distribuzioni angolari 
e le distribuzioni in momento trasverso così calcolati riproducono infatti abbastanza fedelmente quelli 
contenuti negli ultimi articoli del CMS e di ATLAS. Il calcolo completo dei segnali richiede meno di un giorno 
per il caso di emissione reale di gravitone e qualche giorno nel caso di scambio di gravitone virtuale (poiché 
il numero di processi coinvolto è maggiore). Nel caso di produzione di gravitone reale è possibile anche 
effettuare il calcolo più velocemente, aumentando le incertezze sul risultato, arrivando a poter avere un 
primo risultato approssimato in pochi minuti. Inoltre, quando usciranno nuovi dati, sarà sufficiente 
cambiare le impostazioni sui tagli sperimentali e rieseguire il programma senza altre modifiche per ottenere 
nuovi risultati.  
Usando questo programma si è potuto confrontare le predizioni teoriche con i dati sperimentali di LHC 
prodotti nel 2010 e nel 2011. I dati hanno dimostrato di essere in buon accordo con il Modello Standard. 
Dai dati teorici e sperimentali sono stati ricavati limiti al 95% di livello di confidenza sui valori dei parametri 
del modello teorico. I nuovi dati del 2011 incrementano significativamente i limiti su tali parametri. Ciò è 
possibile grazie alla maggiore luminosità integrata che permette di avere un segnale risolubile anche ad alto 
momento trasverso, dove il background del modello standard, e la relativa incertezza, sono molto piccoli, e 





7.1 Calcolo del campo gravitazionale nelle Large Extra Dimensions con il 
metodo delle immagini 
Viene qui eseguito il calcolo nei due limiti di approssimazione, e nel caso di uno spazio ℝ3 × 𝑆𝛿 , (nelle 
figure viene riportato ℝ1 × 𝑆1, ovvero la superficie laterale di un cilindro infinito). Immaginando di 
“srotolare” tale spazio/cilindro, la massa 𝑚2 comparirà periodicamente ogni 2𝜋𝑅. 
 
Fig. 7.1. Figura di esempio per uno spazio ℝ1 × 𝑆1  
Per il teorema di Gauss, ogni massa da un contributo al campo nel punto in cui è 𝑚1 di 
?⃗? = −𝐺′ 𝑚2
𝑑2+𝛿
?̂?  (7.1.1) 
dove 𝛿 è il numero di dimensioni aggiuntive. Quindi il campo risulta essere (poiché i contributi verticali si 
annullano) 
?⃗? = −𝐺 � ′ 𝑚2(𝑟2 + (2𝑛𝜋𝑅)2)2+𝛿2 𝑟�𝑟2 + (2𝑛𝜋𝑅)2
+∞
𝑛=−∞
   (7.1.2) 
Se 𝑟 ≪ 2𝜋𝑅, le masse con 𝑛 ≠ 0 sono molto più lontane e danno un contributo molto minore al campo, e 
possono quindi essere trascurate; ne consegue che solo il termine 𝑛 = 0 contribuisce al campo e si ottiene 
?⃗? = −𝐺′ 𝑚2
𝑟2+𝛿
?̂?  (7.1.3) 
Se al posto di ℝ1 × 𝑆1 della figura si considera ℝ4 × 𝑆𝛿  (di cui una dimensione temporale) con lo stesso 
procedimento (per esempio nel caso 𝑛 = 2 le cariche immagine si sarebbero disposte su un reticolo 
bidimensionale, ma il risultato non sarebbe cambiato perché solo la carica più vicina avrebbe contribuito) si 
sarebbe ottenuto comunque: 
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?⃗? = −𝐺′ 𝑚2
𝑟2+𝛿
?̂?  (7.1.4) 
Consideriamo ora l’altro regime di approssimazione 𝑟 ≫ 2𝜋𝑅. In tale caso tutte le masse contribuiscono, e 
sono talmente vicine che si può approssimare la sommatoria con un integrale (equivale a calcolare, al 
variare di 𝛿, il campo di un filo (𝛿 = 1), di un piano (𝛿 = 2), di una varietà 𝛿-dimensionale). 
?⃗? = −𝐺′𝑚2� 𝑑𝑦1 …𝑑𝑦𝛿
ℝ𝛿
𝑟






?̂?   (7.1.5) 
𝐺 = 𝐺′ 𝑐𝛿
𝑅𝛿
, 𝑐𝑛 = 1(2𝜋)𝛿 � 𝑑𝑧1 … 𝑑𝑧𝛿
�1 + ∑ (𝑧𝑖)2𝛿𝑖=1 �𝛿+32ℝ𝛿    (7.1.6) 
7.2 Parton Distribution Functions dai dati di H1 ed HERA  
 
Fig. 7.2. Fit combinato dei dati sperimentali di H1 e ZEUS HERA I e II 
 
Fig. 7.3. Fit combinati dei dati di H1 ed HERA I e di H1 ed HERA II separatamente 
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7.3 Elenco funzioni utilizzate 
7.3.1 Funzioni 𝑭 
𝐹1(𝑥,𝑦) = 1𝑥(𝑦 − 1 − 𝑥) [−4𝑥(1 + 𝑥)(1 + 2𝑥 + 2𝑥2) + 𝑦(1 + 6𝑥 + 18𝑥2 + 16𝑥3) − 6𝑦2𝑥(1 + 2𝑥)+ 𝑦3(1 + 4𝑥)]   (7.3.1) 
𝐹2(𝑥,𝑦) = −(𝑦 − 1 − 𝑥)𝐹1 � 𝑥𝑦 − 1 − 𝑥 , 𝑦𝑦 − 1 − 𝑥�= 1
𝑥(𝑦 − 1 − 𝑥) [−4𝑥(1 + 𝑥2) + 𝑦(1 + 𝑥)(1 + 8𝑥 + 𝑥2) − 3𝑦2(1 + 4𝑥 + 𝑥2)+ 4𝑦3(1 + 𝑥) − 2𝑦4]   (7.3.2) 
𝐹3(𝑥,𝑦) = 1𝑥(𝑦 − 1 − 𝑥) [1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 2𝑥3 + 𝑥4 − 2𝑦(1 + 𝑥3) + 3𝑦2(1 + 𝑥2) − 2𝑦3(1 + 𝑥)+ 𝑦4] (7.3.3) 






�    (7.3.4) 
ℱ2(𝑥) = −𝐿𝑛 �1 − 1𝑥�    (7.3.5) 
ℱ𝑛+2(𝑥) = 𝑥ℱ𝑛(𝑥) − 2𝑛    (7.3.6) 
7.4 Confronto Integrazione numerica e MonteCarlo 
Si confrontano risultati e tempi per l’integrazione della funzione  
𝑓𝑁(𝑟) = 1(2𝜋)𝑁/2 𝑒−|?⃗?|22    (7.4.1) 
su un dominio  [−5,5]𝑁    (7.4.2) 
D Risultato I.n. Errore I.n. Tempo 
I.n.(𝑠) Risultato MC Errore MC Tempo MC (𝑠) Risultato Esatto 
2 0.9999988536 5 ∙ 10−9 33.5 0.990493 5 ∙ 10−4 7.6 0.999998858 
3 0.9999983096 2 ∙ 10−8 33.0 0.999328 6 ∙ 10−4 16.6 0.999998287 
4 0.9999980408 3 ∙ 10−7 22.1 0.989174 1 ∙ 10−2 8.4 0.999997716 
5 0.9999984292 1 ∙ 10−6 26.5 0.985239 1 ∙ 10−2 16.7 0.999997146 
6 0.9999600474 3 ∙ 10−5 16.3 1.03393 3 ∙ 10−2 8.5 0.999996575 
7 0.9885749161 1 ∙ 10−2 21.8 0.924294 8 ∙ 10−2 16.7 0.999996004 
8 1.121032644 1 ∙ 10−1 16.3 1.03783 4 ∙ 10−2 8.5 0.999995433 
Tab. 7.1. Confronto risultati e tempi Integrazione numerica e integrazione MonteCarlo, a parità di punti 
Gli integrali numerici sono stati realizzati con il software Mathematica usando il codice riportato nella 
prossima sezione, usando un numero di punti per intervallo pari alla parte intera di √500000𝐷 . Gli integrali 
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MonteCarlo sono stati realizzati usando il codice MonteCarlo riportato anch’esso a seguire, con un numero 
di punti pari a 500000. In entrambi i casi la precisione dei numeri è stata impostata a 10 cifre. 
Non deve stupire il fatto che il tempo di elaborazione dell’integrazione numerica per un numero di 
dimensioni alto sia minore di quello per un numero di dimensioni inferiore: nel prendere la parte intera di 
√500000𝐷  il numero di punti risultato può arrivare a dimezzarsi, come nel caso 𝐷 = 6. Da notare invece 
che la precisione diminuisce sostanzialmente, perché tenendo fissato il numero totale di punti, diminuisce il 
numero di punti per dimensione (solo 5 punti per 𝐷 = 8, poiché √5000008 = 5.16). Al contrario nel 
MonteCarlo i tempi restano sostanzialmente invariati, oscillando fra 8𝑠 e 16𝑠 nel caso di dimensioni pari o 
dispari, ciò deve essere dovuto a qualche algoritmo interno a Mathematica. Da notare che però la 
precisione si mantiene circa costante all’aumentare della dimensione. 
Se si vuole mantenere costante la precisione nell’integrazione numerica, si deve tenere fissato il numero di 
punti per dimensione. Ecco come scalano i tempi se il numero di punti per l’integrazione numerica è 6𝐷  
D Risultato I.n. Errore I.n. Tempo 
I.n.(𝑠) Risultato MC Errore MC Tempo MC (𝑠) Risultato Esatto 
2 0.9967222830 3 ∙ 10−3 0.002 0.990493 5 ∙ 10−4 7.6 0.999998858 
3 0.9950874555 5 ∙ 10−3 0.013 0.999328 6 ∙ 10−4 16.6 0.999998287 
4 0.9934553095 7 ∙ 10−3 0.057 0.989174 1 ∙ 10−2 8.4 0.999997716 
5 0.9918258405 8 ∙ 10−3 0.52 0.985239 1 ∙ 10−2 16.7 0.999997146 
6 0.9901990442 1 ∙ 10−2 2.6 1.03393 3 ∙ 10−2 8.5 0.999996575 
7 0.9885749161 1 ∙ 10−2 20.5 0.924294 8 ∙ 10−2 16.7 0.999996004 
8 0.9869534519 1 ∙ 10−2 95.0 1.03783 4 ∙ 10−2 8.5 0.999995433 
Tab. 7.2. Confronto risultati e tempi Integrazione numerica e Integrazione MonteCarlo, con 6𝐷  punti 
Si vede che in effetti con queste impostazioni i due metodi danno precisioni simili, tuttavia mentre il tempo 
del 𝑀𝐶 resta costante, quello dell’integrazione numerica sale molto rapidamente (esponenzialmente, dato 
che il codice è lineare nel numero dei punti e il numero dei punti è un esponenziale del numero di 
dimensioni). 
Tutte le simulazioni sono state eseguite su un moderno computer per utenza domestica, con un processore 
a 4 core, 8 processori logici, 8GB di memoria RAM. 
7.4.1 Codice Integrazione Numerica per confronto 
f[x_, n_] := Exp[-x^2/2]/(2 Pi)^(n/2) 
Int = N[Integrate[f[x, 1], {x, -5, 5}], 10] 
 
calcolatrap[m_, n_, k_] := { 
  punti = IntegerPart[k^(1/m)]; 
  in = AbsoluteTime[]; 
  AppendTo[Trap, ni[m, n, punti] 
   ]; 
  out = AbsoluteTime[] - in; 
  AppendTo[time, out]; 
  } 
ni[1, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k)}], 1], 10]*(2 n/k)^1, {i, 0,  
   k - 1}] 
ni[2, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 j)/(2 k)}],  
     2], 10]*(2 n/k)^2, {i, 0, k - 1}, {j, 0, k - 1}] 
ni[3, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k), -n +  
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        2 n (1 + 2 j)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 a)/(2 k)}], 3], 10], {i,  
    0, k - 1}, {j, 0, k - 1}, {a, 0, k - 1}]*(2 n/k)^3 
ni[4, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 j)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 a)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 b)/(2 k)}], 4], 10], {i, 0, k - 1}, {j, 0,  
    k - 1}, {a, 0, k - 1}, {b, 0, k - 1}]*(2 n/k)^4 
ni[5, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 j)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 a)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 b)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 c)/(2 k)}], 5], 10], {i,  
    0, k - 1}, {j, 0, k - 1}, {a, 0, k - 1}, {b, 0, k - 1}, {c, 0,  
    k - 1}]*(2 n/k)^5 
ni[6, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 j)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 a)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 b)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 c)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 d)/(2 k)}], 6], 10], {i, 0, k - 1}, {j, 0,  
    k - 1}, {a, 0, k - 1}, {c, 0, k - 1}, {d, 0, k - 1}, {b, 0,  
    k - 1}]*(2 n/k)^6 
ni[7, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 j)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 a)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 b)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 c)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 d)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 e)/(2 k)}], 7], 10], {i,  
    0, k - 1}, {j, 0, k - 1}, {a, 0, k - 1}, {b, 0, k - 1}, {c, 0,  
    k - 1}, {d, 0, k - 1}, {e, 0, k - 1}]*(2 n/k)^7 
ni[8, n_, k_] :=  
 Sum[N[f[Norm[{-n + 2 n (1 + 2 i)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 j)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 a)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 b)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 c)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 d)/(2 k), -n + 2 n (1 + 2 e)/(2 k), -n +  
        2 n (1 + 2 g)/(2 k)}], 8], 10], {i, 0, k - 1}, {j, 0,  
    k - 1}, {a, 0, k - 1}, {b, 0, k - 1}, {c, 0, k - 1}, {d, 0,  
    k - 1}, {e, 0, k - 1}, {g, 0, k - 1}]*(2 n/k)^8 
 
Clear[Trap] 
Trap = {, {}} 
time = {} 
M = 8; 
Off[NIntegrate::slwcon] 
Off[NIntegrate::maxp] 
For[i = 1, i < M + 1, i++, 
 calcolatrap[i, 5, 500000]; 
 ] 
Table[{Trap[[2 + n]], Abs[Trap[[2 + n]] - Int^n]/Int^n, time[[n]],  
  Int^n}, {n, 2, M}] 
 
7.4.2 Codice Montecarlo per confronto 
calcolaMC[m_, n_, k_] := { 
  in = AbsoluteTime[]; 
  mc[m, n, k]; 
  AppendTo[Trap, risultato]; 
  out = AbsoluteTime[] - in; 
  AppendTo[time, out]; 
  } 
mc[m_, n_, k_] := { 
  Block[{$MinPrecision = 10}, 
   risultato = 0; 
   For[j = 0, j < k, j++, 
    x = RandomReal[{-n, n}, m]; 
    risultato += N[f[Norm[x], m]*(2 n)^m, 10]/k; 
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    ]] 
  } 
 
Clear[Trap] 
Trap = {, {}} 
time = {} 
M = 8; 
Off[NIntegrate::slwcon] 
Off[NIntegrate::maxp] 
For[i = 1, i < M + 1, i++, 
 calcolaMC[i, 5, 500000]; 
 ] 
Table[{Trap[[2 + n]], Abs[Trap[[2 + n]] - Int^n]/Int^n, time[[n]],  
  Int^n}, {n, 2, M}] 
 
7.4.3 Codice Integrazione numerica con numero di punti variabile 
calcolatrapt[m_, n_, k_] := { 
  punti = k; 
  in = AbsoluteTime[]; 
  AppendTo[Trap, ni[m, n, punti] 
   ]; 
  out = AbsoluteTime[] - in; 
  AppendTo[time, out]; 
  } 
 
Clear[Trap] 
Trap = {, {}} 
time = {} 
M = 8; 
Off[NIntegrate::slwcon] 
Off[NIntegrate::maxp] 
For[i = 1, i < M + 1, i++, 
 calcolatrapt[i, 5, 6]; 
 ] 
Table[{Trap[[2 + n]], Abs[Trap[[2 + n]] - Int^n]/Int^n, time[[n]],  
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